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Chapitre 13 : Espaces euclidiens, hermitiens

I Préliminaire
A) Terminologie

Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie
Un espace hermitien est un espace préhilbertien complexe de dimension finie.
Dans les deux cas, ce sont des espaces de Hilbert.

On note dans la suite K=R ouC, et (E,<, >) un espace euclidien/hermitien.

B) Rappels

e Existence de base orthonormale :

Théoréme :

Tout espace euclidien/hermitien a des bases orthonormales.

e Sous-espaces :

Théoréme :

Pour tout sous-espace vectoriel Fde E,ona: F®F'=FE et (F*) ' =F
¢ Formes linéaires :

Théoréme :

Pour tout forme linéaire /: E — K, il existe un unique d € E tel que :
Vxe E,[(X)=<a,x>

(Déja vu, mais hors programme hors dimension finie)

Démonstration :

Unicité :

Si Vxe E.<a,x>=<a',x>

Alors Vxe E,<a—-a',x>=0,soit <a—a',a—a'>=0, donc a=a'
Existence :

n _
Soit (e,,...e,) une base orthonormée de E, on note a = Zaiei ou a, =l(e)
i=1

Alors pour tout X = Zn:x,.el. e E,ona [(X)= Zn:xl.l(e,.) = Zn:a_l.x,. =<a,x >
i=1 i=1 i=1

Remarque :

On peut utiliser le lemme :

Une partie A de E engendre E si et seulement si 4* ={0}

Démonstration :

Ona A" =(Vect(4))", donc 4* ={0} = {0} = E = ((Vect(4))")* = Vect(4)

e Expression en base orthonormée :

Théoréme :

Si (e,,...e,) estune base orthonormée de E, alors pour tous x,y€ E,ona:

n n
x=Z<e,.,x>ei , et <x,y>:Z<ei,x><el.,y>
=l i=l
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C) Matrices remarquables

® Produit scalaire canonique sur M, () :

Pour 4,Be M, ,(K), on pose < 4,B >= ZZZI‘,_;BI',; =Tr('"AxB)=Tr('Bx A)
i=1 j=1

Alors <, > est un produit scalaire.

e Expression du produit matriciel :
Soient 4,Be M, (K)

Alors (“AxB), ; =< Col,(4),Col ,(B) >
Eneffet, (AXB), ;=Y (4),,B,, =Y 4.8,
k=1 k=1

e Matrice adjointe de 4e M, (K) :

Définition :
La matrice adjointe de A€ M, (K), c’est la matrice 4* définie par 4*="4
(Si K=R, A*="4)

Proposition :

On munit M, ,(K) du produit scalaire < X,Y >='XxY = Z)? .Y, (en identifiant

k=1
M, (K) et K)
Pour tout matrice 4e M, (K) et X,Ye M, ,(K),ona:
< X,AY >=< A*X,Y >

Eneffet, < A* X,Y >= (A* X)xY= X'A*xY =< X, AY >
e Matrices symétriques, antisymétriques, hermitiennes, anti-hermitiennes.

- SiK=R:
Une matrice 4€ M, (R) est dite symétrique (resp. antisymétrique) lorsque ‘A = A4
(resp. ‘A=-4)

Proposition :
Les ensembles S, (R) des matrices symétriques et A (R) des matrices

antisymétriques sont deux sous-espaces vectoriels de M, (R) supplémentaires, et pour

t N
AV ¢ Ry o A4

tout Ae M, (R),ona €4 (R).

Si de plus on munit M, (R) du produit scalaire canonique, alors S, (R)" = 4 (R).

Démonstration :
D¢ja, les sous-espaces sont supplémentaires, compte tenu de la remarque. ..

Montrons que S,(R)" = 4,(R) :

Soit Be 4,(R)

Alors pour tout 4€ S, (R), Tr(‘AB) = Tr(‘BA) =—Tr(BA) =—Tr(AB) =—Tr('4B)

Soit Tr("4B)=0.

Donc Be S, (R)*, d’ou une premiére inclusion, puis 1’égalité puisque les deux
espaces sont de méme dimension.

Chapitre 13 : Espaces euclidiens, hermitiens
Espaces euclidiens, géométrie euclidienne, espaces hermitiens Page 2 sur 18



Attention :
S (R) et 4 (R) ne sont pas stables par produit.

En fait, pour 4,Be S, (R), ABe S,(R) < AB=BA.

- SiK=C:
On dit que 4e M (C) est hermitienne lorsque A*= A, et anti-hermitienne
lorsque A*=-4.

Proposition :
I’ensemble H, (C) des matrices hermitiennes est un sous-R-espace vectoriel
de M, (CT)

-  Ae M (C) est hermitienne si et seulement si i4 est anti-hermitienne.
- Ona M, (C)=H,(C)®iH, (C) (attention : somme de R-ev)
Ainsi, dimy H, (C)=n".

Démonstration :

- Pour A4e M, (C), onal’équivalence : 4*= A4 < (i4)* =—(i4)
- H, (C),iH, (C) sont des sous-R-evde M, (C),

Et H (C)niH (C)=1{0} carsi 4*=4 et A*=—A4, alors A=0
De plus, M, (C)=H (C)+iH, (T) :

A+A* A-A*
+1
2 2i

—
€H,(C) €H,(C)

Enfin, 2dim, H,(C)=dim M, (C)=2n’

Toute matrice 4e M, (C) s’écrit 4=

Remarque :

],a,-,j =4;;

Ae M, (C) est hermitienne si et seulement si Vi, je [Il,n
vie [l,n]a, e R

Vi>j,a,;=a

C'est-a-dire si et seulement si {
gl

D) Groupes orthogonaux et unitaires

e Définition :
On dit que 4e M, (R) est orthogonale lorsque 4'A="AA=1,
On dit que 4e M, (C) est unitaire lorsque A4*=A*A=1,

Propriété :
Tout matrice orthogonale est inversible de déterminant *1
Toute matrice unitaire est inversible de déterminant de module 1.

(Pour Ae M, (C), det(4*)=det('d)=det A =det4)
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e Groupes O,,50,,U, ,SU,.

Théoréme :
- L’ensemble O,(R) des matrices A€ M,(R) orthogonales est un sous-groupe

de (GL,(R),x). On appelle ce groupe le groupe orthogonal.

- L’ensemble SO,(R) des matrices 4e M, (R) orthogonales de déterminant 1
est un sous-groupe distingué de (O, (R),X), appelé groupe spécial orthogonal.

- L’ensemble U, (C) des matrices A€ M,(C) unitaires est un sous-groupe de
(GL,(C)X), appelé groupe unitaire.

- L’ensemble SU,(C) des matrices 4e M, (C) unitaires de déterminant 1 est

un sous-groupe distingué de (U, (C),X), appelé groupe spécial unitaire.

Remarque :
0,R)=U,(C)NM,(R)
SO,(R)=SU (C)nM ,(R)
Démonstration :
(Les deux premiers tirets ont déja été vu, ou se montrent de la méme maniére)
- D¢ja, U, (C)cGL,(T)
U, (C) n’est pas vide, car contient /.
Pour 4,Be U, (C), AB™ €U, (C). En effet,
(ABYX(AB™")*= AB™(B™')* A4* = AB™ B A*= AB"'BA* = I,
- SU,(C) est le noyau du morphisme de groupes
U, (©)x) > U={ze C =1}
Ar>det 4
Donc un sous-groupe distingué de la source.
(Mais O,(R) n’est pas distingu¢ dans (GL, (R),X) !)

e (Caractérisation a ’aide de bases orthonormales :

Z|

Théoréme :

Soit £ un espace euclidien/hermitien de dimension #.

Soit ¥, une base orthonormale de E, & une base de E, et P la matrice de passage
de B, a ®.

Alors ® est orthonormale si et seulement si P est orthogonal/unitaire.

Démonstration :
Soit B, =(e,,...,) une base orthonormée de £.

Soit B =(v,,...v,) une (autre) base de E.
On note P = (pi~-f)i€[hhn\]] = maty, (B)

Jje l,n‘

On a alors Vje []1,n|], v, = Zn:pi,_iei
i=l
Done ke [Lull<v,.v, 5= b p., =(PxP),,
i=1

Donc ¥ est orthonormale si et seulement si Vj, ke Hl,n],(tFXP)j,k =3,, clest-a-

dire si et seulement si ‘PXP=1,.
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Corollaire :
Soit Ae M, (K). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A€U,(C)/0,(R)
(2) Les colonnes de 4 forment une base orthonormale de K" muni du produit
scalaire

(3) Les lignes de A forment une base orthonormale de E" muni du produit
scalaire.

Démonstration :
On applique le théoréme précédent avec E=TK", ¥, sa base canonique qui est

orthonormale pour le produit scalaire usuel.
Alors (1) & (2) car 4 est la matrice de passage de 9, a (v,,...v,) ou (v,,...v,) est

la j-éme colonne de 4.
Et (1) & (3) car 4e U, (C) & '4e U, (T)

E) Propriété des endomorphismes d’un espace euclidien/hermitien

Lemmes a connaitre :
e Existence de sous-espaces stables

Théoréme (déja vu) :

- Siue L,(E) ou E est de dimension n finie (n =1), alors # admet au moins une
droite stable.

- (HP) Si ue Ly(E) ou E est de dimension finie n (n=1), alors u admet au
moins un sous-espace stable non nul de dimension inférieure a 2.

e Trigonalisation en base orthonormale :

Lemme (Hors programme) :

Soit £ un espace euclidien/hermitien, et ue L (E).

Si u est trigonalisable, alors u est trigonalisable en base orthonormale.

Si =0T, alors tout endomorphisme wue L,(E) est trigonalisable en base
orthonormale.

(Remarque : 1’énoncé est faux avec « diagonalisable »)

Corollaire :
Toute matrice Ae M,(C) s’écrit A=P~'TP ou PeU,(C) et T est trigonale
supérieure.

Démonstration :
Si u est trigonalisable, il existe un drapeau de sous-espaces stables

{0}cF c..cF,=E (ou Vje|LnldimF, = j)

Soit (e,,...e,) une base orthonormale de £ adaptée au drapeau, c'est-a-dire telle que

], (e,-.-¢;) estune base orthonormale de F/,.
lute)eu(F)cF,, clest-

pour tout je Hl,n

Alors mat, ,,u est trigonale supérieure car Vje Hl,n

ty)

a-dire que u(e;) se décompose sur (e,,...¢;) .
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Théoréme spectral dans C (Hors—programme) :
Ae M, (C) est hermitienne si et seulement si il existe Pe U, (C) et 4,.4, € R

4

tels que A=P P clest-a-dire si et seulement A est unitairement
4,
diagonalisable a valeurs propres réelles.
Démonstration :

A
Déja, si 4 s’écrit A= P P ou PeU,(C) et 4,.4 € R,
A

n

Alors A4*=(P™")*D* P*= PDP™" = 4, donc A est hermitienne.
Réciproquement, supposons que 4 est hermitienne.
Alors A est trigonalisable avec une matrice unitaire.

Ainsi, A=PTP™' ou Pe U,(C) et T est trigonale supérieure.

Ainsi, T=P'4AP, donc T*=P*A*P'*=P'AP=T, donc T est aussi
hermitienne, et donc diagonale réelle.

Proposition, définition :
Soit Ae M ,(C). On dit que 4 est normale lorsque 4* 4= AA4*.
Alors A est normale si et seulement si il existe Pe U, (C) et D diagonale tels que

A=PDP™", cest-a-dire que A est normale si et seulement si 4 est unitairement
diagonalisable.

Démonstration :

Si A s’écrit A=PDP™", alors A*=(P™")*D*P*=PDP"'

Donc AA*=PDP'PDP = PDDP™ = PDDP™ = 4* A

Réciproquement, supposons A4 normale.

Alors 4 s’écrit A=PTP™" ou Pe U,(C) et T est trigonale supérieure.

Mais alors 7= P 'AP,donc T*=P'A* P, soit TT*=T*T

Condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice trigonale soit normale :

]a (TT*)i,i = iti,k-t_i,k = i|ti,k|2
k=1 k=i

Et (T*T)i,i = it_k,i'zk,i = Zi‘4|tk’i|2
k=1

k=1

On a pour tout i e Hl,n

Ainsi, on montre par récurrence (forte) que Vie [Il, n— 1|],Vk 2i+l,t,=0:
- Pour i=1,0na Z|tl,k|2 =|t1!1|2
k=1
Donc Vk 22,1, =0.
- Soit i<n-2, supposons que VI <i,Vk >l , =0
Alors (TT%*) =(T*T)

Donc Zn:

k=i+1

i+1,i+1

5 i+l
ti+1,k| - Z |tk,i+1
k=1

i+1,i+1

2

Chapitre 13 : Espaces euclidiens, hermitiens
Espaces euclidiens, géométrie euclidienne, espaces hermitiens Page 6 sur 18



= 3l

k=i+1

Et par hypothese de récurrence, il reste @ ¢, ., L

Clest-a-dire Vk 2i+2,t,,, =0

Ce qui achéve la récurrence.
Donc T est diagonale.

Proposition :
Une matrice 4e M, (C) est unitaire si et seulement si elle est unitairement

diagonalisable et ses valeurs propres sont de module 1.

Démonstration :
M,
Si A=P| . |P" ot PeU,(C) et Vie [Lnl}l|u|=1.
M,
yy
Alors AA* = P| Pl=pPP'=1,=4%4

u,u,
Réciproquement, soit A4 unitaire.

4

Alors A4 est normale, donc A s’écrit A= P P!
4,
2
A 2
Et AA*=P P™'. Donc comme A4*=1,ona Vie“l,nl|ﬂi| =1
ﬂ, 2
e Matrice d’un endomorphisme en base orthonormale :
Théoréme :
Soit E un espace euclidien/hermitien, et u € L (E), B une base orthonormée de E.
On a alors :
mat(el,u.eﬂ)(u) = (< ei’u(ej) >)i:l“n

Jj=l.n

Et en particulier Tr(u) = Z< e u(e)>

i=1

Démonstration :
Découle des résultats vus pour les bases orthonormales.
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I1 Géométrie des espaces euclidiens

Ici, (E,<, >) désigne un R-ev euclidien de dimension # (finie)

A) Adjoint d’un endomorphisme

e Définition, existence et unicité :

Théoréme, définition :

Soit ue Ly (E). Alors :

- 1II existe un unique endomorphisme de E, noté u* et appelé adjoint de u, tel
que V(x,y)e E*,<x,u(y)>=<u*(x),y >

- Pour toute base orthonormée B, on a mat, (u*) = ‘'mat,, (u)

Démonstration :

Unicité :

Supposons que v,we Ly (E) vérifient :

V(x,y)e E*,<x,u(y)>=<v(x),y >=<w(x),y >

Alors, pour tous x,ye E, <v(x)—w(x),y>=0

Et donc pour tout xe £ (avec y =v(x)—w(x)), v(x)=w(x).
Existence :

Soit B =(e,,...e,) une base orthonormée de E, et on note 4 =maty(u).
On considére ve Ly (E) de matrice ‘4 dans 9.

On a alors V(x,y)e E, < x,u(y) >=<v(x),y >.

En effet, pour x = ijej ek, y= Zyjej eFE,ona:
J=l J=l

<x,u(y)>= ZZ)ciyj <e,u(e;)>

i=l j=1

Comme B est orthonormee, ona <e,,u(e;) >=4, ;

Donc < x,u(y) >= Zle.yjAl_!j .
i=l j=I

Par ailleurs,
<v(x),y>= Zle.yj <v(e),e;, >= Zle.yj <e;,v(e)>

=1 j=1 i=l j=1
Comme % est orthonormée, on a <e;,v(e;) >=(maty(v)),, = (’A)j!l. =4,
Et donc < x,u(y) >=<v(x),y>.
e Propriétés :

Théoréme :

L’application ur>u* est un anti-automorphisme involutif de 1’algebre
(Lg (E),+,0,"), c'est-a-dire que pour tous u,ve Ly (E) et Ae R,

- (Ut ) F=ur+Av*

- (uov)*=v¥oy*

- 1d, =1d,

- (WH*=u
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Démonstration :
On fixe B une base orthonormée de E.
Ensuite, I’étude de u — u* revient a celle de 4 — ‘4

Propriété de 1’adjoint d’un morphisme :

Théoréme :

Soit ue Ly (E). Alors :

(1) u et u* ont le méme polyndme caractéristique, donc les méme valeurs propres.
(2) keru*=(Imu)", Imu* = (keru)"

Pour tout A€ R, ker(u *—AId) = (Im(u — Ald))*

(3) Un sous-espace F de E est stable par u* si et seulement si /' est stable par u.
Remarque : on a méme minu = minu *

Démonstration :
Soit B une base orthonormale de £, 4=maty(u).

Alors maty (u*)="4

Donc y,.=x.,=X,= X,

On a ker(u*) c (Imu)* :

Pour xe keru* et ye Imu, il existe ze E tel que y=u(z) et:

<x,y>=<x,u(z) >=<u*(x),z>=0

Donc comme ¢’est valable pour tout ye€ Imu, xe (Imu)*.

Et dimkeru* = n—rgu*)=n-rg('4d) =n—-rg(A4) = n—dimImu = dim(Imu)*

D’ou la premiére égalité.

Pour la deuxiéme :

(keru)*™ = (ker((u*)*))" = ((Imu*)")" =Imu*

Soit A€ R.On a ker(u*-Ald,) =ker((u— Ald, )*) = (Im(u — Ald,, ))*

Stabilité :

Soit F un sous-espace de E stable par u *.

On veut montrer que F* est stable par u, c'est-a-dire que Vye F*,u(y)e F*, ou
encore que Vye F,Vfe F,<u(y), f >=0

On a en effet, pour ye F' et fe F,

<u(y), f >=<f.u(y)>=<u*(f),y>=0
Réciproque : c’est la méme chose en remplagant u * par u.

B) Endomorphismes remarquables d’un espace euclidien

e Définition :

Soit ue Ly (E)

Alors u est dit autoadjoint (ou symétrique) lorsque u*=u
antisymétrique lorsque u* = —u
orthogonal lorsque u*ou =uou*=1d,
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e (Caractérisation des autoadjoints :

Théoréme :

Soit ue Ly (E). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) u est autoadjoint

(2) Y(x,y)e E*,< x,u(y) >=<u(x),y >

(3) La matrice de u dans une base orthonormale est symétrique.
(4) La matrice de u dans toute base orthonormale est symétrique.

Démonstration :

H=4) :

Soit B une base orthonormale de £, # un endomorphisme autoadjoint de E.
On a alors maty (1) = maty, (u*) = ‘maty (1), donc maty(u)e S, (R)

(4)= (3) : ok (il existe des bases orthonormales)

(3)= (1) : Soit B une base orthonormale telle que maty,(u)=Se S, (R)

Alors matg(u*)="S =S car ® est orthonormale. Donc u*=u

e (Caractérisation des endomorphismes orthogonaux :

Théoréme :

Soit ue Ly (E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) u est orthogonal

(2) V(x,y)e E*,<u(x),u(y) >=<x,y >

(3) Vxe E, u(x)” = ||x||

(4) La matrice de u dans une base orthonormale est orthogonale
(5) La matrice de u dans toute base orthonormale est orthogonale.

Démonstration :

=) :

Ona u*ou=uou*=1d,

Donc pour (x,y)e E*, <u(x),u(y) >=<u*ou(x),y >=<x,y>.
(2)= (3) : Ona Vxe E,[u(x)| =< u(x),u(x) > =y/< x,x> =[]
A=) :

Pour (x,y)e E*,ona ||u(x) +u(y)||2 = ||u(x+ y)||2 = ||x+ y||2

Donc en développant,

||u(x)||2 +2 <u(x),u(y) > +||u(y)||2 = ||x||2 +2<x,y> +||y||2

Et donc V(x,y)e E*,<u(x),u(y) >=<x,y >
C'est-a-dire V(x, y)e E>,<u*ou(x),y >=<x,y >
Donc u *ou est ’adjoint de I’identité donc u *ou =1d,

A),(5): ...

e Définition :
On note O(E) I’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.
C’est un sous-groupe du groupe linéaire (GL(E),°), appelé groupe orthogonal.

Proposition :
Pour tout ue O(E), ona detu ==1.
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Démonstration : la matrice de u en base orthonormale est orthogonale donc de
déterminant 1.

L’ensemble des endomorphismes de déterminant 1 est not¢ SO(E) ; c’est un sous-
groupe de (O(E),o), appelé groupe spécial orthogonal de E. Les éléments de SO(E)
sont appelés des rotations.

C) Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices
symétriques réelles : théoréme spectral

e Théoréme :

Soit # un endomorphisme autoadjoint de £. Alors :

(1) u est diagonalisable est ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux

(2) Clest-a-dire qu’il existe une base orthonormale 8 de £ constituée de vecteurs
propres de u.

Théoréme :
Toute matrice symétrique réelle 4 est orthogonalement diagonalisable, c'est-a-dire

4
qu’il existe Pe O,(R), A,..A € R tels que 4=P P

Démonstrations :

Déja : pour A€ §,(R), y, estscindé.

En effet, soit Ae C une valeur propres de 4, X vecteur colonne non nul tel que
AX =AX . Alors :

'XAX =A'XX d’une part,

Et 'XAX = th :(tﬁ)X =1'XX d’autre part.

Comme X #0,0na ’)ZX=Zn:|xl.|2 #0
i=1

Donc A=A et le R.

Maintenant :

Pour le premier théoréme :

- Déja, les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux.

En effet, soient A et u deux valeurs propres distinctes de u, et soient x et y deux
vecteurs propres associés a 4 et u .

On a <u(x),y >=<Ax,y >=A<x,y> d’une part,

Et <u(x),y >=<x,u(y) >=<x, iy >= {4 <x,y > d’autre part.

Donc <x,y>=0.

Donc les espaces propres associés a A et x sont orthogonaux.

- Montrons par récurrence que pour tout ne N, tout espace E euclidien de
dimension n, un endomorphisme autoadjoint u# de E est diagonalisable en base
orthonormale.

Pour n=1, tout endomorphisme est diagonal donc diagonalisable en base
orthonormale.
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Soit n>2, on suppose que tout endomorphisme autoadjoint en dimension <n—1
est diagonalisable. Soit £ un espace euclidien de dimension #.
On considere u e Ly (E) autoadjoint.

Alors y, estscindé sur R car si on note 4 =maty(u) ou 8 est orthonormale, alors
A est symétrique et donc ¥, = ¥, est scindé sur R.

Donc u a au moins une valeur propre réelle A .

Soit E, I’espace propre associé.

Alors Ej est stable par u*=u car E, est stable par u.

On considére alors v=u e
A

Alors ve L (Ey).

De plus, v est autoadjoint.

(Car V(x,y)e E*,<v(x),y >=<u(x),y >=<x,u(y) >=< x,v(y) >)

Comme dim E; < dim E, par hypothése de récurrence, v est diagonalisable en base
orthonormale, et il existe une base orthonormale (e,...e,) de E - constituée de vecteurs

propres de v donc de u.
On considere de plus (e,,,,...¢,) une base orthonormale de £,.

Ainsi (e,...e,) est une base orthonormale de £ constituée de vecteurs propres de u.
Pour le deuxiéme théoréme :
Soit Ae S, (R), et ue Ly(R") de matrice 4 dans la base canonique.

On munit R” du produit scalaire naturel.
Ainsi, la base canonique est aussi orthonormale.

Donc u est autoadjoint, et il existe une base ¥ orthonormale de R" telle que la

4

matrice de u dans cette base s’écrive maty (1) = ou les A, sont réels.

A

n

Soit P la matrice de passage de la base canonique a 9.
Alors P est orthogonale car les deux bases sont orthonormales.

Et on a de plus 4 = Pmaty(u)P~' d’ou le résultat.

Autre démonstration du théoréme spectral : méthode variationnelle.

Soit ue Ly (E) autoadjoint, ou E est de dimension n>1.

On montre par récurrence sur # que u est diagonalisable en base orthonormale.
Pour n =1 le résultat est toujours aussi évident.

Soit n>2 supposons le résultat vrai pour n—1.

On pose alors pour xe E, @(x) =<x,u(x)>.

On note X la sphere unité de E, compacte car fermée, bornée en dimension finie.
On note M =sup@(x) ; il existe donc e, € X tel que ¢(e) =M .

xeX
Alors e, est valeur propre de u associée a M.
En effet :
Par le choix de e, on a pour tout xe X, ¢(x) <M

Donc par homogénéité, Vxe E*, o(x) < M ||x||2

Chapitre 13 : Espaces euclidiens, hermitiens
Espaces euclidiens, géométrie euclidienne, espaces hermitiens Page 12 sur 18



On a alors, pour tout ye E :
2

M||y+el|| 2p(y+e)
Et donc

2 2 2
0 SM||y+el|| -p(y+e)= M("y" +2<y,e > +||el|| )

_<y,1/l(y) >_<€1,l/l(el) >-2 <1/l(€1),y >

Mais <e,,u(e,) >=@(e,)=M et e[ =1
Donc 0< M|y +2M < y,e, > =< y,u(y) > -2 <u(e),y >
Ainsi, pour tout z€ E ettout te R :
Mt2||z||2 —£29(z)+2t(M < z,e, > —<u(e,),z>) =0
Or, pour tous a,be R, (Vte R,at’ +bt>0)=>b=0
Donc ici pour tout ze E, < Me, —u(e,),z>=0
C'est-a-dire, avec z = Me, —u(e,), u(e,) = Me,
On peut ensuite appliquer I’hypothése de récurrence a u, ., car H = e est stable

par u et u,,, estencore autoadjoint.

e Décomposition spectrale d’un endomorphisme symétrique :
Rappel :
Soit £ un K-ev de dimension finie, # un endomorphisme de E diagonalisable

Alors E= @ E, ou E, estI’espace propre de u associé a la valeur propre A .
Aesp(u)

Etsionnote p, le projecteur sur £, parallelementa @ E,, alors :

pesp()\{4}
u= Zﬂpl et pour tous A,z € sp(u), p,op,=9d,,p;
Aesp(u)
Théoréme :

Soit u e Ly (E) un endomorphisme symétrique de 1’espace euclidien E.

| pote

On note /11,.../117 les valeurs propres de u, distinctes, et pour ie Hl,n
projecteur orthogonal sur E, .
Alors p,,...p, sont les projecteurs spectraux de u, etona:

]’pi °p; :é‘i,jpi’ et M:Zﬂ’ipi‘

i=1

vi,je[i,n

Démonstration :
Découle du rappel et du fait que les £, sont deux a deux orthogonaux.

D) Norme triple d’un endomorphisme d’un espace euclidien

Rappel :
Soit (£,<, >) un espace euclidien,

|| la norme associée au produit scalaire.

Pour ue Ly (E), on pose |||u||| = sup||u(x)||

I+t
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Alors |||u||| est le plus petit réel & positif tel que u est k-lipschitzienne :

|||u||| = min{k >0,Vxe E, u(x)" < k”x”}

Théoréme :
Soit (E,<, >) un espace euclidien, ue L (E).
||u||| = maxﬂl

,A€e sp(u)}, c'est-a-dire le rayon

- Si u est symétrique, alors

spectral de u.
- Pour u quelconque, on a :

|||u||| = sup"u(x)” = sup|< x,u(y) >| = |||u *||| = \/

J<f<1 e
yHSl

o] =

NB :

u*ou et uou* sont symétriques.

Démonstration : avec le théoréme spectral :

Intérét : dans une base orthonormée de vecteurs propres, tout s’exprime
simplement : le produit scalaire, la norme associée, I’endomorphisme lui-méme...

Soit (e,,...e,) une base orthonormée de vecteurs propres de u.

2 n
2 2
= Z|x‘,»| |}“/|
Jj=1

On note /4, la valeur propre associée a e, pour i€ [Il,n
n

2 xAe,
Jj=1

n
. , . N N . 2
Pour x de norme inférieure a 1, c'est-a-dire x.| £l,ona:
b J b
=l

Pour tout x = Zn:xjej e E,ona ||u(x)||2 =
=1

el <X %[ < p* on p=maxa.

J=1 ’
De plus, p estatteint pour x=¢, ou i, esttel que p= |/1,0|
Ainsi, p =|u]
Maintenant :
Soit K = sup|< x,u(y) >|
X‘Sl

¥ ‘Sl

Dé¢ja, K existe :
Pour tous x, ye E, on a d’apres I’inégalité¢ de Cauchy-Schwarz :

[<x,u() > < [allu ] < el

<1,

Donc ﬂ< x,u(y) >|,|lx

y
Donc K est existe et dé¢ja K < |||u|||

9

| < 1} est non vide (contient 0) et majoré par |||u|||

On a alors pour tout (x,y)e E*, |<x,u(y) >| <K ||x|||| y|| par homogénéité.

En effet, si x=0 ou y=0 I’inégalité est évidente, et sinon ﬁ et "_y" sont
X Y
unitaires, donc |< "i,u(ﬁ) > <K ,dou |< x,u(y) >| < K||x||||y||
X y
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Pour tout xe £ de norme ||x|| <l,ona:
||u(x)||2 =<u(x),u(x)><K ||u(x)||||x||
Donc ||u(x)|| < K||x|| <K ,dou |||u||| <K, etdonc |||u||| =K

Pour les formules :
Ona |||u *||| = Sl\l<11)|< x,u*(y) >| = su<11)|< y,u(x) >| = |||u|||

A
¥l

X
Y

2
o ] = el

Inversement, pour ||x|| <l,ona:

<1

<1

Et |||u * ou|

||u(x)||2 =<u(x),u(x) >=< x,u *ou(x) >< ||x||||u * ou(x)”

<] e

< |||u *ou|

Done Jul o] puis [ulf =

L’autre égalité se montre en remplagant u par u *

Application :

1
Soit ue Ly (R*) de matrice A4 :(3 j dans la base canonique (on munit R>

du produit scalaire naturel)
On cherche |||u|||

On a mat__ (u*)="A (car la base canonique est orthonormale)
Donc mat_(u*ou)="'44

cano

Ona [l =y oul] . et Jueud

est le rayon spectral de 'A44, symétrique.

E) Projection et symétries orthogonales, rotations

e (Caractérisation des projecteurs orthogonaux

Théoréme :

pe L. (E) est un projecteur orthogonal si et seulement si p> = p= p*, c'est-a-
dire si et seulement si p est un projecteur et est symétrique.

Conséquence :

Soit pe Ly (E) de matrice 4 en base orthonormale.

Pour voir si p est un projecteur orthogonal, il suffit de calculer 4 et de regarder si
A est symétrique.

De plus, Tr(4) =rg(p) =dimension de 1’espace sur lequel on projette.

Démonstration :
Soit p un projecteur orthogonal sur F.

Alors déja p® = p car p est un projecteur.
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Soit de plus (e,..e,) une base orthonormee de F, (e .e,) une base

PISERY

orthonormée de F*. Ainsi, (e,...,) estune base orthonormée de E, et :
1 (0)

mat, . (p)= T , qui est une matrice symétrique donc p*=p

.....

(0)
1
p

Et on a bien de plus I’égalité pour la trace.

Réciproquement, si p>=p=p*

Alors p est un projecteur sur F =1Im p =ker(p —1d) parallelementa G =ker p .

Mais comme p*= p, les sous-espaces propres F et G sont orthogonaux, donc
G=F"

Proposition (hors programme) :
Soit ue Ly (E) tel que uou=u

Alors u est un projecteur orthogonal si et seulement si |||u||| <1

Démonstration :
- Siu estun projecteur orthogonal, alors u*=u,

Donc |||u||| = maxﬂx% ,Aesp(u)}
l-os1

Si u=0, on a bien

Sinon,

u||| =1<1 (car les seules valeurs propres de u sont 1 et 0)
- Réciproquement, supposons que |||u||| <1;

Déja, u est un projecteur (car uou =u ), disons sur F parallelement a G.
On veut montrer que F et G sont orthogonaux.
Soit (f,g)e FXG.

Pour tout te R,ona u(f+1g)=f

Done || <[Jull'|f +s5l" <[l +15] =|/T +20 < f.g > +*e]
Soit Vie R21< f,g>+%|g|| 20

Donc < f,g>=0

Exercice :

Soient p,, p, € Ly (E) deux projecteurs orthogonaux.

Alors p, o p, estun projecteur si et seulement si p, o p, = p, o p, et dans ce cas il
est orthogonal.

Démonstration :

- Si pop,=p,op,,alors

(ProPy) =Piop,opoP,=Piop,oP,oP = Ppiop,oD,
=pepep,=rcep,;

Donc c’est un projecteur, et il est orthogonal car

(prep)*=p,*op*=p,ep=pop,

- Si p, o p, estun projecteur,
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Alors il est orthogonal car ||| P oD, ||| < ||| )2 |||||| p2||| <1

Et donc (p1 opz)* =D, *opl* =p,°p d’une part,
Et (p, ° p,)*= p, o p, d’autre part.
Donc p,ep, =p,°p,

e Symétries orthogonales :

Définition :

La symétrie orthogonale par rapport a un sous-espace F' de E est la symétrie par
rapport a F parallélement a F~.

Donc V(f,g)e FXF' s(f+g)=f—-g

Si p, est le projecteur orthogonal sur F, et s, la symétrie orthogonale par rapport
aF,onaalors s, =2p,. —1d,

Proposition (hors programme) :

Soit s€ Ly (E).

Deux des conditions suivantes entrainent la troisiéme :

(1) ses=1d,

2) s=s*

(3) sos*=1d,

Et I’ensemble des trois caractérise les symétries orthogonales.

Démonstration :...

e [someétries :

Soit £ un espace euclidien de dimension 7.

En dimension 1, les isométries de E sont +1d,

En dimension 2, les isométries directes sont les rotations et les isométries
indirectes sont les réflexions.

Pour toute base orthonormée B = (e, e,), la matrice d’une rotation R dans B est de

cosd —siné

la forme maty(R)=| .
' sinf cosé

Si deux bases ¥,,¥, ont méme orientation, alors maty, (R) = maty (R)
Si elles ont une orientation contraire, alors maty, (R) = tmatgz (R)

La matrice d’une réflexion dans une base orthonormée ¥ est de la forme
{cosﬂ sin @

. ou @ dépend de V.
sin@ —cos@

Remarque :
Si u est une rotation en dimension 2, alors detu =1 et Tr(u)=2cosé
Si u est une réflexion, alors detu =—1 et Tr(u)=0

Théoréme : réduction des isométries d’un espace euclidien (hors programme)
Soit u une isométrie de £ euclidien.

Alors 1l existe une base orthonormée 8 de E telle que maty () est de la forme

m

-1 . cosd —sinf
maty () = R&) ou R(0) = pour fe R\7 7%

sin@ cosé

R(8,)
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Démonstration :

Montrons le résultat par récurrence sur n =dim £

Si n=1, 2 le résultat est vrai.

Soit n >3, supposons le résultat vrai pour toute dimension <n—1, et considérons
ue O(E), ou E est de dimension x.

Alors u est un endomorphisme de R-ev, donc u admet un sous-espace stable de
dimension 1 ou 2.

Si u admet une droite stable D, alors I’hyperplan D" est stable par u*=u"", donc
u'(DY)c D", etméme u' (D)= D" puisque 1" est injective.

Donc u(D*)=D". De plus, u,, et u, . sont des isométries, donc u,, =+Id,,

Et par hypothése de récurrence, il existe (e,,...e,) base orthonormée de D™ telle

que mat, ,,(u,.)= R@)
ke,
Pour e, € D unitaire, on a soit u(e,) =¢, ; alors dans B =(e,,...e,) la matrice est de
la forme voulue.
Sinon, u(e) =—e,, et dans B =(e,,...e

e.e,...-.,) lamatrice est comme voulue.

m'? m'+1°

Si u n’a pas de droite stable, alors # admet un plan stable, disons 7.
Alors 7 et 7" sont stables par u. Donc u .o et u,, sont des isometries.

Comme u,, est une isométrie du plan sans droite stable, c¢’est une rotation, et il

cos@ —sin 9)

existe (e

n-1°

e,) base orthonormée de 7 telle que mat, ,,(u,,)=| .
sinf cosé

On applique alors ’hypotheése de récurrence a u, _,. Donc il existe une base
a
. R(&)
orthonormale (¢,,...e, ,) de 7~ telle que mat, , (u, .)= o
q

(Il n’y a pas de droite stable donc pas de valeur propre réelle)
Et la matrice de u dans la base orthonormée (e,,...e,) de E est bien de la forme

voulue, ce qui achéve la récurrence.

Corollaire :
Une isométrie en dimension 7 est composée d’un produit d’au plus n réflexions.

En effet, une matrice de la forme vue dans le théoréme s’écrit comme produit par

e . . 1 0 cos@ —sind
blocs de réflexions en utilisant le fait que R(8) = x| .
0 —1) (sin@ —cosé@

En dimension 3 :

1 0 O
Retournement : (0 m oJ (symétrie par rapport a une droite)
0 0 -1

10 0
Réflexion : (0 1 oJ (par rapport a un plan)
00

-1

X X cosd —sin€d 0 . X cosd —sind 0
Vraie rotation : | sine cose o | ; Rotation + réflexion : | sing cos6 o0
0 0 1 0 0 -1
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