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Chapitrel : Groupes

I Généralités

Définition

Définition (Groupe) :

Un groupe est un couple (G, #) constitué d’un ensemble G et d’une loi de composition interne * sur G

de sorte que :

e x est associative,

e il y a dans G un élément neutre pour =,

e tout élément de G admet un symétrique pour la loi .
C’est-a-dire :

o Vr,y,z€ G, (xxy)xz=1xx*(y=*2z),

e JeeG,VxeG,rxe=exx =1,

e VxeG,yeGyxxy=y=x=ec.
Remarque :

Si (G, #) est un groupe, il y a unicité du neutre (déja vu en cas plus général).

Si de plus * est commutative, on dit que (G, *) est un groupe commutatif.

Exemples

(N, +) n’est pas un groupe.

(Z,+) est un groupe.

(Z, x) n’est pas un groupe.

@, x) n’est pas un groupe, mais (Q*, x) en est un.
b groupe, )

e Créons un groupe a trois éléments G = {a, b, ¢}, de loi © définie par la table de Pythagore donnant

zQuy :

(1.1)

On pose a comme élément neutre, et on choisit bOc¢ = cOb = a.
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I. GENERALITES CHAPITRE 1. GROUPES

Regles de calcul

1) En notation « bizarre »

Soit G un ensemble muni d’une loi * formant un groupe. Alors :

e Il y a dans G un et un seul élément neutre :
L’existence est déja donnée par la définition d’un groupe. Supposons que e, e’ sont deux neutres.
Alors e = ex e’ = ¢’ (premiere égalité : e’ est neutre; deuxiéme : e est neutre). On peut donc parler

du neutre du groupe (G, *).

e Tout élément = de G admet un et un seul symétrique par = :
L’existence est toujours donnée par la définition d’un groupe. Supposons que z’,xz” sont deux
symétriques de z. Alors &’ = 2’ e =2’ % (x x2") = (¢/ *x) » 2” = e = 2” = 2”. On note dans la

suite de cette section T le symétrique de x.

e Pour tout 1€ G,T =u :
Tx*x=ux*T=e, donc x est symétrique de T.

e Pour tous =,y € G, T * TEN A

y =
(@ry)x(Grz)=wxlysG*2)] =ax[(yxy)«2] =xxlexT] =xxT=e et (J+I)x*(xxy) =
[(GxZ)sx]xy=[g*(T=+x)]*sy=[gxe]xy=yxy=¢,donc Ty =7 =*T.
e Remarque : On a, pour tout z,y, z € G, (x*y)*2z = x*(y=*z). On peut donc le noter sans ambiguité
HERTESA
e « Résolution d’équations » : pour tous z,y,z € G, on a :
l.xxy=2 < x=2xy,
2. yxr =2 <= x=79=* 2.
Démonstration :
Sizsxy =z alors (zxy)*y=2+y.Or, (zxy)sy=z=*(y=y) =x*e=2x. Doncx = z=y. Si
x=zxg,alorsxsxy=(2x7)*y=2z*(g*y) = z*e =z La démonstration est la méme pour le
deuxieme point.
e Régularité : pour tous x,y,z € G, on a :
l.xxz=yxz = x =y,
2. zxx=z%xy = x =1y,
3. et les implications réciproques sont vraies aussi mais évidentes.
Démonstration :
Sixsz=y=*z alors (r*2)*z = (y*2)*Z,soit zx(2%2) = y=(2%2), donc zxe = y=e, c’est-a-dire
x = y. La démonstration est encore la méme pour le deuxiéme point.
Conséquence : dans une table de Pythagore d’un groupe fini (G, *), on ne voit jamais deux fois le
méme élément dans une méme rangée (ligne ou colonne) :
Simyxyr =zet fl*y2:«z/$2*y1:«z7 alors x1 * Y1 = x1 * Y2 /$1*y1 = x2 * Y1, donc y1 = y2
/ X1 = Za.
e Itéré d’un élément : soit x € G. On note (ici seulement) :
xrx=a%2, (zxx)xx=x=xx+x=21$3,

Plus rigoureusement, on définit, pour tout n € N, z$n par récurrence en posant :
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I. GENERALITES

o 280 =¢e

o VneNz$§(n+1) = (a$n) =z

Alors il est facile (mais pénible & écrire) d’établir que, pour tout n,p € N, 2$(n+p) = (z$n) = (x$p)

et (x8n)$p = 28(n x p).

o Itéré « un nombre négatif de fois » : pour € G, n € N, on pose 3(—n) = z$n. Alors z$(—n) = x2$n,

et les regles précédentes se généralisent a Z.

2) En notation « multiplicative » (réécriture)

Dauns le groupe (G, x) avec les notations suivantes :

e Le neutre 1g appelé aussi élément unité.

e Le symétrique de = € G est noté 2!, appelé aussi inverse de .

e L’itéré n fois est noté x™.

e Le symbole x est souvent omis : x x y est noté aussi zy.

Les regles précédentes donnent, avec ces notations :

o (z7 ) 1=g,

o (wy)t=ylaTh

e TYy=2 < r=2y -,
Yr =2 <= =Y 2,

e ITZz=yYz = T =1,
2T =2y = T =1,

o 0=1q, zl=2,

Vne N,z =gz VYneNz~! = (27" = ("),

Vn,p € Z,x"xP = z("tP) VYn,peZ, (") = 7P,

3) En notation « additive » (réservée aux groupes commutatifs)

Dans le groupe (G, +), avec les notations suivantes :

e Le neutre Og est appelé I’élément nul de G.

e Le symétrique de x € GG est noté —zx, appelé aussi opposé de =x.

e L’itéré n fois est noté n.x ou nx.

e On suppose de plus que le groupe (G, +) est commutatif, c’est-a-dire que Yz, y € G,z +y =y + .

Les regles donnent alors :
.« (2)=1,
o (e ty) = (—9)+ () = (=) + (),
e o) aty=z e z=2+(~y),
z + (—y) est noté aussi z — y,
e rt+z=yY+z — =y,

e x =0qg, lax=u=x,

VneN,(n+1)x=nz+xz, YneN (—n)x=n.(—2z)=—(n.x), noté aussi —n.x

Vn,p € Z,n.x +px=(n+p)lz, p.(nz)=(pxn)z.
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I. GENERALITES CHAPITRE 1. GROUPES

Autres exemples de groupe

1) Groupes de nombres

(C,+), (R, +), (Q,+), (Z,+), (C*, x), (R*, x), (Q*, x) sont des groupes.

2) Groupes de permutation

Soit E un ensemble non vide quelconque. On note S(F) I'ensemble des permutations sur E (ensemble
des bijections de E dans E). Alors o constitue une loi de composition interne sur &(FE), et (&(FE), o) est
un groupe, appelé groupe des permutations de E. Ce groupe est non commutatif dés que F a au moins
trois éléments.

Démonstration :

e On peut composer deux bijections de E dans F, et on obtient une bijection de E dans E.

e La loi o est associative : Vf,g,h € &(E), fo(goh) = (fog)oh (c’est vrai dans un cas plus général

et pas seulement pour les bijections).
e Neutre : Idg € 6(F).
e Tout f € &(FE) a un symétrique pour o, & savoir f~1.
Donc (S6(FE), o) est un groupe.
Montrons que, pour un ensemble E de plus de trois éléments, (§(F), o) n'est pas commutatif :

Soient a, b, ¢ trois éléments de F distincts, et soient f,g: F — E définies ainsi :

fla)=1b gb)=c
f(b)=a , gle)=10 . (1.2)
Vo e F\{a,b}, f(z) =2 Vo e E\{b,c},g(x) =z

Alors f et g sont dans &(F), puisque ce sont des applications de E dans E et inversibles d’inverse

elles-mémes (elles sont involutives). Et on a alors fog #go f :

(fog)(a) = f(g(a)) = fla) =0, (1.3)
(9o f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c. (1.4)

Exemple :
On note &, le groupe (6(E), o) lorsque E = {1,2,3,...,n}. Ainsi, S, est un groupe fini de cardinal n!.
Table de Pythagore de &5 : &5 = {Id, 7}, ou Id: {1,2} — {1,2} , et 7:{1,2} — {1,2} est

r — I

définie par 7(1) =2, 7(2) = 1.

Tableau donnant z oy :

(1.5)

Table de Pythagore de &3 : 63 = {Idg, 712,723, 73,1, 8,8}, ol :
Id: {1,2,3} — {1,2,3},
r — T

Tab: {1,2,3} — {1,2,3} défini par 7, 4(a) = b, 7,,4(b) = a, Top(x) = = sinon,
s:{1,2,3} — {1,2, 3} définie par s(1) =2, s(2) =3, s(3) =1,
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CHAPITRE 1. GROUPES I. GENERALITES

s {1,2,3} — {1,2,3} définie par s'(1) =3, §'(2) =1, s/(3) = 2.

Tableau donnant x oy :

wy Id Ti1,2 T1,3 723 S S/

Id Id T1,2 T1,3 723 S S,
T1,2 | 71,2 Id S/ S 72,3 T1,3
T3 | T3 s Id s T T (1.6)
72,3 | 72,3 s’ S Id 71,3 T1,2

S S T1,3 72,3 T1,2 8/ Id

S/ 8/ 72,3 T1,2 T1,3 Id S

3) Groupes de fonctions

Exemple :

(#(A,G),®), ou A est un ensemble quelconque, et (G, x) est un groupe, avec ® défini par :

Vf,ge #(A,G), f®g: A — G (1.7)
r — f(z) xg(z)

Classes d’équivalence modulo n
Soit n € N,n = 2. On définit sur Z la relation =,, par :
Ve,yeZ,x =,y = y—x€nl (1.8)

Cette relation s’appelle la relation de congruence modulo n. On note plutét x = y mod n ou encore
x =y [n]. Cette relation est une relation d’équivalence.
Démonstration :

1. Ve e Z,x =, x, puisque £ — x = 0 € nZ.

2. Pour tous z,y € Z, si x =, y, alors y — x € nZ, donc x — y € nZ, soit y =, =.

3. Soient z,y,z € Z. Si x =, y et y =, z, alors y — x s’écrit y —x = nk ou k € Z, et z — y s’écrit

z—y=nk'ou k' €Z.Donc z—xz = (z—y) + (y — z) = n(k' + k) € nZ. Donc z =, z.
Donc la relation =,, est réflexive (d’apres m), symétrique (d’apres E) et transitive (d’apres E), c’est

donc une relation d’équivalence.
Cette relation est compatible avec +.
Démonstration :
Pour tous z,2',y,y € Z,six =, 2,y =, v, alors x — 2’ e nZ, y —y € nZ, donc x — 2’ +y — vy € nZ,
soit (2' +¥y') — (x + y) € nZ,cest-a-dire v+ y =, ' +¢/'.
Pour tout x € Z, on appelle classe d’équivalence modulo n, et on note &, I’ensemble des éléments de
Z congrus & z modulo n. (Attention, la notation n’indique pas qu’on travaille modulo n). On a alors
I’équivalence :

Ve,yeZ,(z =9y < z=1yn|) (1.9)

Démonstration :
Soient x,y € Z.

Si & =g, alors x € & (car =, est réflexive), c’est-a-dire z € , donc x = y [n].
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I. GENERALITES CHAPITRE 1. GROUPES

Réciproquement, si z = y [n], soit z € &. Alors z = « [n]. Donc z = y [n] (car =, est transitive). Donc
z € y. Donc ¢ < y. De méme, y < . Donc z = .
D’ou I’équivalence pour tous x,y € Z.

On note Z/nZ 'ensemble des classes d’équivalences modulo n. Ainsi, Z/nZ = {a,a € Z}.

Proposition :
Z/nZ est fini, et de cardinal n. Pour tous x,y € Z, on pose t @Yy = F .

Alors @ définit une loi de composition interne sur Z/nZ, et (Z/nZ,®) est un groupe commutatif.

Démonstration :
Soit = € Z. Alors il existe a € [0,n — 1] tel que & = &, c’est-a-dire tel que x = a [n].
En effet, en prenant a = x — nk, ou k = [%], on aalors k < = < k+ 1, donc nk < ¥ < nk + n, soit
0 <z —nk <n, c’est-a-dire 0 < a < n — 1, d’on V'existence. Donc Vx € Z,3a € [0,n — 1], & = a.
Donc Z/nZ contient au plus n éléments, & savoir les a,a € [0,n — 1]. On doit donc maintenant montrer
que tous ces éléments sont distincts.
Soient x,y € [0,n — 1], supposons que & = g, c’est-a-dire que 2 = y [n]. Il existe donc k € Z tel que
y—x = nk. Alorsy = z+nk. Ona 0 <z < n—1,donc nk <y < nk+n—1 <n(k+1),donc k < £ < k+1.
Donc k= [£].Or,0<y<n—1.Donc0<%<1-1<1 Donck=/[2]=0.Doncy=z+nk=uz.
Donc Vz,y € [0,n — 1], =y = x = y, soit, par contraposée : Vz,y € [O,n — 1],z #y = & # y.
Donc Z/nZ contient au moins n éléments, a savoir les a,a € [0,n — 1. Donc Z/nZ est fini, de cardinal
n.

Montrons que @ est bien définie, c’est-a-dire que pour tous x,y € Z, m ne dépend que de = + ¥,
et non pas de = et de y :
Si 2’ est tel que &' = &, et ¥ tel que ¥ = g, alors &/ =, x et ¢y =, y, soit 2’ +y' =, x + y donc
Try=a+y.

Montrons maintenant que @ est une loi de groupe :

e @ est évidemment une loi de composition interne sur Z/nZ.

e @ est associative. En effet, pour tous z,y,z € Z, on a :

—_—

GOYNDi=T+yDi=(ty) +r=a+(Y+2)=iDy+2=0®(D3) (1.10)

Z/nZ a un élement neutre pour @, & savoir 0 : pour tout € Z, on a :

—_—

i®0=0+0=i=0+2=0D4 (1.11)
e Soit x € Z, posons y = —x (ainsi, y € Z). On a alors :
i@y=r+y=a+(-2)=0=(-a)te=y+taz=9@a (1.12)

Donc tout élément de Z/nZ admet un symétrique pour @.

Enfin, @ est commutative : pour tous =,y € Z, on a :

P@y=T+y=y+a=yDi (1.13)

Donc (Z/nZ,®) est bien un groupe commutatif. (Dans la suite, on notera plutét + pour @).
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CHAPITRE 1. GROUPES II. SOUS-GROUPES (NOTATION MULTIPLICATIVE)

IT Sous-groupes (notation multiplicative)

Définition

Soit (G, x) un groupe, et soit H une partie de G. On dit que H constitue un sous-groupe de (G, x)

lorsque :

1.
2.

3.

1GeH
H est stable par x : Vo,ye Hyx xye H

H est stable par passage & U'inverse : Ve e H,o ' e H

Proposition :

Si H est un sous-groupe de (G, x), alors x constitue une loi de composition interne sur H, et (H, x)

est un groupe.

Démonstration :

x est bien une loi de composition interne sur H d’apres E
I’associativité n’est pas perdue par restriction.
Neutre : c’est 1g, qui est dans H d’apres H

Existence d’un inverse pour tout x de H d’apres E

Exemples

R* est un sous-groupe de (C*, x), Q* de (R*, x) (et aussi de (C*, x)); {2",n € Z}, {—1,1}, Q%
sont des sous-groupes de (Q*, x).

U est un sous-groupe de (C*, x) (U = {z € C,|z| = 1}), U, est un sous-groupe de (U, x) (U,, =
{zeC,z" =1}).

Des sous-groupes de (C,+) sont : Z, Q, R, {0} u{z € C*,arg(z) = a [r]}. (Le dernier est une droite
du plan complexe passant par 0).

Pour n € N, nZ est un sous-groupe de Z.

Si (G, x) est un groupe, alors {1} et G sont des sous-groupes de G (les autres sous-groupes sont
appelés les sous-groupes propres de G).

{Id, s, s’} est un sous-groupe (commutatif) de &3 qui n’est pas commutatif.

Soit n € N* A une partie de {1,2,...,n} non vide. Soit H = {c € &,,0(A4) < A}, c’est-a-dire
que H est ensemble des permutations qui laissent stable A (remarque : si 0 € &, comme o

est bijective, 0(A4) a le méme cardinal que A, donc 0(A) € A = o(A) = A). Alors H est un
sous-groupe de (S, 0) :
Démonstration :

o Ilde H.

o H est stable par o : si 0(A) c A, 0'(A) c A, alors o0 00’(A) c A.

o H est stable par passage au symétrique : si 0(A) < A, alors 0= }(A4) < A.

En effet, supposons que o(A) < A. Alors o(A) = A. Soit z € A. Alors z € o(A). 1l existe donc
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y dans A tel que x = o(y). Donc o~ !(z) =y, donc o~ (x) € A, d’ott 'inclusion 0~ (A) = A
(et méme I'égalité puisque o~ ! est bijective).
e Des sous-groupes de (F(R,R),+) :

¢ L’ensemble des fonctions polynomiales.

o {Af,Ae R} ou f est un élément fixé de .7 (R, R).

o {f e F(R,R), [(0) = 0}.

o C"(R,R) ouneN, D*"(R,R) ot n e N.

o Ensemble des fonctions T-périodiques (a T fixé).

o Ensemble des fonctions k-lipschitziennes (a k fixé).

o Ensemble des fonctions uniformément continues.

o Ensemble des fonctions paires, impaires...

e Sous-groupes de Z/6Z :
{0}, {0,1,2,3,4,5}, {0,2,4}, {0,3} (1.14)
1 engendre Z/67Z, 5 aussi.
2 et 4 engendrent {0,2,4}.
3 engendre {0, 3}.
On dit que 1 est un élément d’ordre 6, 2 et 4 d’ordre 3, 3 d’ordre 2.

Les sous-groupes de (Z, +)

Les nZ, ou n € N, sont des sous-groupes de mbZ. Y en a-t-il d’autres?

Soit G un sous-groupe de Z autre que {0}. Il contient donc un élément non nul de Z, et son opposé
(Pun d’eux étant alors dans N*). Donc 'ensemble G n N* est non vide et est une partie de N. il admet
donc un plus petit élément, disons n > 1. Alors G = nZ.

Démonstration :

Déja, une récurrence rapide montre que Vk € N, kn € GG, puis comme G est stable par passage a I'inverse,
Vk € Z,kn € G, donc nZ c . L’autre inclusion maintenant :

Soit € G. La division euclidienne de x par n donne x = nq+r, ou ¢ € Z et r € [0,n — 1]. Donc

r=x—nqg = _a +(—ng). Donc r € G. Comme n est le plus petit élément de G n N* on a

eG
eG
nécessairement r = 0 (car r < n). Donc z € nZ. Ainsi, les sous-groupes de Z sont exactement les nZ, ol

n € N.

Une caractérisation condensée des sous-groupes

Proposition :

Soit (G, x) un groupe, H une partie de G. Alors H est un sous-groupe de (G, x), si et seulement si

1GeH

(1.15)
Vez,ye Hyxy le H
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Démonstration :
1G eH

La premiere implication est évidente. Pour 'autre : supposons que .
Ve,ye Hyay te H
Alors déja 1g € H ...

En prenant z = 1, on a, pour tout y € H, y~' € H.

Pour tout o,y € H, y~* € H, donc x(y~!)~! € H c’est-a-dire zy € H.

Intersections de sous-groupes

Théoréme :

Soit (G, x) un groupe. Alors toute intersection de sous-groupes de G est un sous-groupe de G.

Démonstration :

Soit (H;)ier une famille de sous-groupes de G indexée par I. Notons H = (),.; H;.
Alors 1g € H, puisque Vie I,15 € H;.

Soient x,y € H. Alors, pour tout i € I, x € H;, y € H; donc zy~' € H;. Donc 2y~ € H.

Donc H est un sous-groupe de (G, x).

Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, x) un groupe, A une partie de G. On appelle sous-groupe engendré par A le plus petit
sous-groupe de G contenant A. Il y en a bien un, puisque déja G contient A. Donc I’ensemble £ des
sous-groupes de G contenant A n’est pas vide.

Considérons alors (). H. C’est un sous-groupe de G, il contient A et est contenu dans tout sous-
groupe de G contenant A. On note alors (A) = (e H.

Cas particulier :
Un sous-groupe engendré par un singleton {a} est noté (a), et on parle du sous-groupe engendré par
I’élément a.
Exemple :
e Dans Z/67 : (2) = {0,2,4}, (3) = {0,3}, (5) = Z/6Z (on dit que 5 est un générateur de Z/67Z),
2,3}y = Z/6Z ({2,3} est une partie génératrice de Z/67Z).
e Dans (R,+) : 2n) = 27Z.

e Dans &3 : (s) ={Id, s, s'}, (s') = {Id, s, 5"}, (T1,2) = {Id, 71 2}, {5, Tap) = B3

Groupe monogene

Définition :
Soit (G, x) un groupe. On dit que G est monogene lorsqu’il admet un générateur, c’est-a-dire lorsqu’il

existe a € G tel que {(a) = G, c'est-a-dire : Ja € G,{a)y =G

Remarque :

{ay = {a" ke Z} (1.16)
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Démonstration :
e Soit H un sous-groupe de G contenant a. Alors, comme H est stable par x et passage a l'inverse,
une récurrence évidente montre qu’alors H contient {a*,k € Z}.

e L'ensemble {a”, k € Z} est effectivement un sous-groupe de G' contenant a :

Il contient 1¢ = a°.

Il est stable par x, puisque pour tous z,y € {a¥ k € Z}, x s'écrit = = a¥, y s'écrit y = ¥ (on
k k' € Z) et xy = aka¥ = a*tF e {a¥ ke Z}.

Il est stable par passage a I'inverse puisque pour tout x € {a*, k € Z}, x s’écrit = a* ot k € Z, et
v = (")t =aFe{d ke

C’est donc un sous-groupe de G.

e Enfin il contient a puisque a = a'.

Donc {a*, k € Z} est un sous-groupe de G qui contient a, et c’est le plus petit.

Remarque :
Plus généralement, (A) est 'ensemble des produits de puissances d’éléments de A.
Définition :

Un groupe G est dit cyclique lorsqu’il est monogene et fini.

Exemple :

(Z,+) est monogene infini : Z = {k.1,k € Z} = (1) (Attention, notation additive).
Tous les sous-groupes de Z sont monogenes (infinis) : nZ = {k.n, k € Z} = (n).
(Z/nZ,+) est cyclique, engendré par 1 (qui n’est généralement pas le seul).

(Un, %) est aussi cyclique : U, = {wk, k€ Z} = (W) ot w = ™.

I1I Morphismes de groupes

(Morphisme est une apocope de homomorphisme)

Définition (en notation « bizarre »)

Définition :
Soient (G, #) et (H,Q) deux groupes. Un morphisme de (G, #) vers (H, Q) est une application ¢p: G —
H telle que Y,y € G, p(z#y) = ¢(2)Op(y).

Exemple :

e exp est un morphisme de (R, +) vers (R*, x).

z— +/x de (R, x) vers (R*, x) (ou vers (R%, x) aussi).
e z — ax de (R, +) vers (R, +).

0 — e de (R*, +) vers (C*, x).

L’ensemble S.(N,R) des suites réelles convergentes est un sous-groupe de (RN, +), et 'application

u — lim(u) est un morphisme de S.(N,R) vers (R, +).
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CHAPITRE 1. GROUPES III. MORPHISMES DE GROUPES

Propriétés (notation multiplicative)

Proposition :
Soit ¢ un morphisme d’un groupe (G, x) vers un groupe (H, x). Alors :
L. Vz,y € G, p(xy) = o(z)p(y)
2. o(1g) =1
3. Vo e Gyp(zt) = (p(x))*
4. Vx e G,Vn e Z,p(z") = (o(x))"

Démonstration :
Le point E vient de la définition.
Pour E o(lg) = o(lg x 1g) = v(lg) X p(1g). L’élément a = ¢(1g) de H vérifie donc a x a = a. Donc

a=axa l=1g.

lz) = p(1g) = 1y. De méme, p(z)p(z~1) = 1. Donc

Pour E : soit € G. Alors p(z7Y)p(x) = p(x~
pa™h) = (p(z)~".

Pour H : soit € G. Montrons par récurrence que Vn € N, p(z™) = (p(x))" :

Pour n =0, (%) = ¢(le) = 1 = (¢(=))’-

Soit n € N, supposons que p(z") = (¢(x))". Alors (2" ) = p(a"z) = p(a")p(z) = (p(z))"p(z) =
(o))"

On passe aux n négatifs avec le point précédent.

Noyau et image d’un morphisme

Définition, proposition :
Soit ¢ un morphisme d’un groupe (G, x) vers un groupe (H, x). L’image de ¢, notée Im ¢, c’est p(G),
c’est-a-dire {¢(x), z € G}. Alors Im ¢ est un sous-groupe de H.
Démonstration :
e Imy contient 1y car 1y = p(lg).
e Im p est stable par x :
Soient u, v € Im . Alors u s’écrit p(z) ou z € G, v 8’écrit ¢(y) oy € G. Donc uxv = p(z) x p(y) =
o(zy) € Im .
o Im ¢ est stable par passage a l'inverse :
Soit u € Im . Alors u s’écrit p(x) ot z € G, et u™! = (¢p(z)) = p(z7!) e Imp
Définition :

Soit ¢ un morphisme d'un groupe (G, x) vers un groupe (H, x). Le noyau de ¢, noté ker ¢ est par

définition :
kerp ={r e G,p(z) =1u} (1.17)
Proposition :
ker ¢ est un sous-groupe de G.
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III. MORPHISMES DE GROUPES CHAPITRE 1. GROUPES

Démonstration :

o lg ekerp car p(lg) = 1g.
e Pour tous z,y € ker p, on a p(ay) = p(z) X p(y) =1y x 1y = 1, donc xy € ker p.

e Pour tout z € ker ¢, p(x71) = (p(x))~t = (1)~ = 1y, donc 27! € ker ¢.

Théoréme :

Soit ¢ un morphisme d’un groupe (G, x) vers un groupe (H, x). Alors :
1. Pour tous z,y € G, p(x) = ¢(y) < zy ' ekery

2. ¢ est injective si et seulement si ker o = {15}

Démonstration :

On a les équivalences :

p(x) = ply) = @) (p) " =1u — p@)ply™") =1 (1.18)

— plry ™) =1y <= zy 'ekeryp
Supposons ¢ injective :
Soit € ker¢. Alors p(x) = 1y = ¢(1g). Donc, comme ¢ est injective, x = 1. Donc ker ¢ < {1¢}. De
plus, ker ¢ est un sous-groupe de G, donc 1¢ € ker ¢, donc {1g} < ker ¢, d’ott 1’égalité.

Réciproquement, supposons que ker p = {15} :

1 1

Soient alors x,y € G. Supposons que p(z) = @(y). Alors xy~t € ker ¢. Donc zy~ = 1g. Donc = = y.

Donc ¢ est injective.
Exemple :
L’application

o:R — (C* (1.19)

0 — 626

est un morphisme de (R, +) vers (C*, x) de noyau 27Z et d’image U.

Composition

Proposition :

La composée, quand elle est définie, de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

Démonstration :

Soient (G, *), (H,#), (I,V) trois groupes, soient pgp: G — H et ¢pr: H — I deux morphismes. Alors
@HI © pau est bien définie, et va de (G, #) dans (I,Q).

Soient z,y € G. On a :

orropeu(T*y) =onar(ecu( *y))
= oui(ecn(z)#oan(y)) (1.20)
= vr1(ec(2))Vva1(vcu(y))

= (¢nr1 o pcu(x)Opnr o pau(y))
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Isomorphisme

Proposition, définition :

Soit ¢ un morphisme bijectif de (G, x) vers (H, x). Alors p~!

est un morphisme (bijectif) de (H, x) vers
(G, x). On dit que ¢ est un isomorphisme. Lorsqu’il existe un isomorphisme entre deux groupes, on dit
que ces deux groupes sont isomorphes.

Démonstration :

Soit ¢ un morphisme bijectif de (G, x) vers (H, x). Soient x,y € H. Soient u,v € G tels que p(u) = =z,
p(v) = y. (Cest-a-dire u = ¢~ (2), v =~ (y)). Alors o~ (z x y) = ™ (p(u) x p(v)) = ¢~ (p(uv)) =

1

uxv=p 1(x)x o l(y). Donc p~! est un morphisme de (H, x) vers (G, x).

Vz,y€}7g,g[,tan(x*y):tanx+tany, (1.21)

c’est-a-dire

Va:,ye}—g,g[,x*y:arctan(tanx+tany) (1.22)

(Ainsi, Va,y € }—% g[,cp(x xy) = p(z) + ¢(y), ol ¢ = tan, qui réalise bien une bijection de

|-Z, %[ dans R).
o [1Z —> IU2 . est un morphisme surjectif de (Z, +) vers (U,, x) mais non injectif. Son noyau
k > e 1"7;‘"

est nZ :
Démonstration :

Déja, c’est un morphisme, puisque pour tous x,y € Z, on a :

2i(zty)m iz 28yT

flaty)=e " =emen = f(x)f(y) (1.23)

L . ey , ., 2ikm . e
f est surjective puisque tout élément z € U,, s’écrit e™» ou k € Z. Mais f n’est pas injective : pour

tout x € Z, on a les équivalences :

2
xekerf<:>f(x):1<:>ﬂe%rZ(:)EeZ(:)xenZ (1.24)
n n

Donc le noyau de f est nZ, donc f n’est pas injective.

e Par contre, ¢:Z/nZ — U, ,ouk est tel que k= u, est bijectif.
u N 6217]:1\'

Démonstration :
Déja, il faut montrer que la définition de ¢ est cohérente, c’est-a-dire que e ne dépend que de
k et non pas de k. Si deux éléments k, k' € Z sont tels que k = k’, on a alors k — k' € nZ. Donc
k — k' € ker f. Donc f(k) = f(k') (on est en notation additive). Donc e*n" = 2=
C’est un morphisme : pour tous w,u’ € Z/nZ s’écrivant u = ket =Kk ouk,ke€Z, ona:

2i(k k) 2ikn 20k’

plutu)=e 7 =e e =pup). (1.25)

L . .y (. zikm
@ est surjective, puisque tout élément z € U,, s’écrit e n" ou k € Z.

2ikT

@ est aussi injective : soit u € ker ¢. Alors u s’écrit kot k € Z. Alors o(u) = e"» = 1. Donc

k € nZ. Donc u = k = 0. Donc kerp c {0}. Comme ker ¢ est un sous-groupe de nZ, on a aussi
I’autre inclusion et donc ’égalité. Donc ¢ est injective.

Donc ¢ est bijective. Donc (U, X) et (Z/nZ,+) sont isomorphes.
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Remarque :

La relation « étre isomorphe a » est une relation d’équivalence sur ’ensemble des groupes :
Elle est réflexive (I'identité est un isomorphisme d’un groupe G vers G),

Elle est symétrique (si G est isomorphe a H, alors H est isomorphe a G),

Elle est transitive (la composée de deux isomorphismes est un isomorphisme)

Vocabulaire (rappels)

Un morphisme de G vers H est aussi appelé homomorphisme de G vers H.

e Un isomorphisme de G vers H est un morphisme bijectif de G vers H.

Un endomorphisme de G est un morphisme de G vers G.

Un automorphisme de G est un morphisme bijectif de G vers lui-méme.
. isomorphisme de G vers lui-méme.

. endomorphisme bijectif de G.

IV Ordre d’un élément d’un groupe

Soit (G, x) un groupe.

Théoréme, définition :

Soient a € G, n € N*. Alors les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
1. {a) est fini et de cardinal n.
2. Il existe k € N* tel que a* = 1¢, et n est le plus petit des ces entiers.
3. L’ensemble {k € Z,a” = 15} n’est pas réduit a {0}, c’est méme nZ.

Lorsque 'une des ces affirmations (et donc les trois) est vraie, on dit que a est un élément d’ordre fini

de G, égal a n.

Démonstration :
Considérons

p:Z — G . (1.26)

Alors ¢ est un morphisme de (Z,+) vers (G, x). En effet, Vk, k' € Z, aktF = gkgk
On a : Imp = {a*, k € Z} = {a). ker ¢ est un sous groupe de (Z,+) donc du type mZ ot m € N.

e Sim =0, ker ¢ = {0} donc ¢ est injective. Donc ¢ réalise une bijection de Z sur Im ¢ = {a). Donc
{a) est infini.

e Sim>1,{ay={a’al,...a™'}. En effet :
Une premiére inclusion, {a°, al,...a™ 1} < (a) est évidente.
Soit maintenant b € {(a). Alors b s’écrit a* ot k € Z. La division euclidienne de k par m (m #
0) donne k = mgq + r avec r € [0,m — 1]. Donc b = a™it" = (a™)? a” = a" €

——

=1¢g car memZ=Kker ¢
{a% at,...a™~ 1}, d’ott Pautre inclusion, et I’égalité.

De plus, card({a)) = m : il n’existe pas i, distincts dans [0,m — 1] tels que a* = a’ car si par
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exemple 0 <4 < j <m —1, et si on avait a’ = a7, on aurait a’ 7 = 1g ce qui ne se peut pas car
0<i—j<m-—1doncj—i¢mZ.
Avec cela, il est maintenant facile de montrer quell = B = Metll = B = 0 :
Supposons m Alors, en gardant les notations précédentes, m = n. Donc n est bien le plus petit des k € N*
tels que a® = 1g, car a™ = 1g et Yk € [1,m — 1],a" # 1¢ (puisque a® = 15 et on a montré que les
a®, k € [0,m — 1] sont distincts). D’autre part ’'ensemble des k € Z tels que a* = 15 est bien nZ (c’est
ker ). Donc M = Bet D = B.
Supposons maintenant E On est alors dans la situation m = n = 1 (car ker ¢ # {0}). Donc le sous-groupe
engendré par a est de cardinal n.
De méme, @ = .
Exemple :
o Dans (Z/6Z,+), 2 est d’ordre 3 : (2) = {0,2,4} de cardinal 3. Autre justification : 3.2 = 24+2+2 =0
et 1.2=2#0,22=4#0.
e 3 est dordre 2, 1 et 5 sont d’ordre 6, 0 est d’ordre 1.

e Dans (Z,+), 0 est d’ordre 1, tout les autres sont d’ordre infini.

e Dans (&g,0) :

2 3 n
Notation (dans &,,), la permutation 1 — aj ... est notée généralement
ay ag agz -+ Qap
Prenons par exemple
1 2 3 45 6 78
o= . (1.27)
3 57 2 48 6 1

Alors o est d’ordre fini, car o € Gg et Gg est de cardinal fini (donc au pire o est d’ordre ce cardinal,

a savoir 15).
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