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Chapitre 10 : Espaces vectoriels de
type fini

E désigne ici un K-ev (où K est un sous-corps de C)

I Les théorèmes fondamentaux

A) Existence de base

Théorème :
On suppose que E admet une famille génératrice finie g. Alors, de g, on peut extraire une base de E.

Démonstration :
Montrons par récurrence que, pour tout m P N, « si E admet une famille génératrice g de cardinal m,
alors, de g, on peut extraire une base de E » (P(m)).

‚ P(0) : Si E admet une famille de cardinal 0, c’est que E = t0Eu et la famille vide est une base de
E.

‚ P(1) : Si E admet une famille génératrice de cardinal 1, disons g = (u1) :

˛ Si u1 = 0E , alors E = t0Eu, et H est alors une base de E, extraite de g.

˛ Si u1 ‰ 0E , (u1) est une famille libre et génératrice de E, extraite de g (car égale à g).

‚ P(2) : Si E admet une famille libre et génératrice de cardinal 2, disons g = (u1, u2) :

˛ Si (u1, u2) est libre, alors c’est une base de E, extraite de g.

˛ Si elle ne l’est pas, alors l’un des ui, disons u2, est combinaison linéaire des « autres » (c’est-
à-dire u1). Alors (u1) est génératrice de E. D’après P(1), on peut donc en extraire une base
de E.

‚ Soit m P N˚. Supposons P(m). Montrons P(m+1). Si E admet une famille génératrice de cardinal
m+ 1, disons g = (u1, u2, . . . um+1) :

˛ Si (u1, u2, . . . um+1) est libre, alors elle est une base de E, extraite de g.

˛ Si elle ne l’est pas, alors l’un des ui, disons um+1 est combinaison linéaire des autres. Alors
(u1, u2, . . . um) est génératrice de E. D’après P(m), on peut donc en extraire une base de E,
ce qui achève la récurrence.

Conséquence :
‚ Tout K-ev de type fini admet une base (finie)

‚ « théorème d’extraction de base » : de toute famille génératrice finie d’un K-ev, on peut extraire
une base (finie) de ce K-ev.
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I. LES THÉORÈMES FONDAMENTAUXCHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

B) Dimension

Théorème, définition :
Soit E un K-ev de type fini. Alors toutes les bases de E ont le même cardinal, il est appelé la dimension
de E, noté dim(E).

Démonstration :
On commence par démontrer un lemme :

Lemme :
Pour tout entier n P N, n+1 vecteurs qui sont combinaisons linéaires de n vecteurs de E forment toujours
une famille liée.
Démonstration :
Montrons ce lemme par récurrence sur n :

‚ Pour n = 0 : « 1 vecteur combinaison linéaire de 0 vecteur est lié ». C’est vrai car une combinaison
linéaire de 0 vecteurs, c’est 0E .

‚ Pour n = 1 : « 2 vecteurs combinaison linéaire de 1 vecteur forment une famille liée ». Si v0 = λ0u1

et v1 = λ1u1, alors (v0, v1) est liée :
Si λ0 ‰ 0, alors v1 = λ1

λ0
v0.

Sinon v0 = 0E . Donc v0 et v1 sont colinéaires.

‚ Soit n ě 2, supposons le résultat vrai pour n ´ 1.
Considérons n + 1 vecteurs v1, v2, . . . vn, combinaisons linéaires de n vecteurs u1, u2, . . . un. On a
donc des scalaires αi,j avec 0 ď i ď n et 1 ď j ď n tels que :

$
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’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

v0 = α0,1u1 + α0,2u2 + . . .+ α0,nun (L0)

v1 = α1,1u1 + α1,2u2 + . . .+ α1,nun (L1)
...

...
vn = αn,1u1 + αn,2u2 + . . .+ αn,nun (Ln)

(10.1)

˛ Si @i P J0, nK, αi,n = 0, alors v1, v2, . . . vn sont combinaisons linéaires des n ´ 1 vecteurs
u1, u2, . . . un ´ 1. Par hypothèse de récurrence, (v1, v2, . . . vn´1) est liée. Donc (v1, v2, . . . vn)

l’est aussi.

˛ Si l’un des αi,n, pour i P J0, nK n’est pas nul, disons αn,n (sinon on échange les lignes), alors
les transformations Li Ð Li ´

αi,n

αn,n
loomoon

λi

Ln pour i P J0, n ´ 1K donnent :
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v0 ´ λ0vn = Combinaison linéaire de u1, u2, . . . un

v1 ´ λ1vn = Combinaison linéaire de u1, u2, . . . un

...
vn ´ λnvn = Combinaison linéaire de u1, u2, . . . un

(10.2)

Les vecteurs vi ´ λivn, i P J0, n ´ 1K forment donc une famille liée puisque ce sont n vecteurs
combinaisons linéaires de n´1 (hypothèse de récurrence). Il existe donc des scalaires β1, β2, . . . βn´1
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINII. LES THÉORÈMES FONDAMENTAUX

non tous nuls tels que
řn´1

i=0 βi(vi ´ λivn) = 0.
Donc

řn´1
i=0 βivi+ γ.vn) = 0, avec γ = ´

řn´1
i=0 βiλi, ce qui prouve que (v1, v2, . . . vn) est liée car au

moins l’un des βi est non nul, ce qui achève la récurrence.

Maintenant :
Soient B, B1 deux bases (finie) de E, notons m, n leur cardinal.

‚ B est génératrice de E. donc chacun des m vecteurs de B1 est combinaison linéaire des n vecteurs
de B. donc m ď n (sinon, selon le lemme, B1 serait liée).

‚ De même, n ď m. Donc n = m.

Exemple (important) :
Kn est de dimension n : on en connaît une base de cardinal n (la base canonique)

Remarque :
‚ Si E est de dimension 0, alors E = t0Eu.

‚ Si E est de dimension 1, alors E est une droite vectorielle.

Vocabulaire :
« E de type fini » = « E de dimension finie ».

Théorème (De la base incomplète) :
Soit E un K-ev de dimension finie n. Alors toute famille libre de E peut être complétée en une base de
E.

Démonstration :
Soit L une famille libre de E.

‚ Si L est vide, il suffit de la compléter avec une base de E.

‚ Sinon, L = (u1, u2, . . . up), où p P N˚.
Soit B = (e1, e2, . . . en) une base de E.

˛ Si L est génératrice de E, alors L est une base de E.

˛ Sinon, l’un au moins des ei, i P J1, nK n’est pas combinaison linéaire de u1, u2, . . . up (car
sinon L serait génératrice). Soit alors i1 P J1, nK tel que ei1 R Vect(u1, u2, . . . up). Alors la
famille L1 = (u1, u2, . . . up, ei1) est libre. Si elle est génératrice, c’est une base de E. Sinon, on
recommence. Au bout d’un moment, on obtient une famille libre et génératrice (puisque, au
pire, (u1, u2, . . . up, e1, e2, . . . en) est génératrice).

Conséquence :
Soit E un K-ev de dimension n. Alors :

‚ Les familles libres de E ont au plus n vecteurs.

‚ Si une famille libre de E est de cardinal n, alors c’est une base de E.

Remarque :
La démonstration du théorème montre que, pour compléter une famille libre en une base de E, on peut
imposer de piocher les éléments qui complètent dans une base, fixée d’avance, de E.

Conséquence (du théorème d’extraction de base) :
Soit E un K-ev de dimension n. Alors :
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I. LES THÉORÈMES FONDAMENTAUXCHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

‚ Les familles génératrices de E sont de cardinal ď n.

‚ Si une famille génératrice de E est de cardinal n, alors c’est une base de E.

Théorème :
Soit E un K-ev. On a alors les équivalences :

E est de dimension finie ðñ il admet une famille génératrice finie (10.3)

ðñ il admet une base finie (10.4)

ðñ le cardinal des familles libres de E est majoré (10.5)

Démonstration :
(les deux premières équivalences sont des rappels)

ùñ : Evident, l’ensemble est majoré par dim(E).
ðù : Supposons que le cardinal des familles libres de E est majoré. L’ensemble des cardinaux des

familles libres est donc une partie non vide (contient 0) et majorée de N. On note n le maximum de cette
partie.

Soit alors une famille L de cardinal n.

‚ Si n = 0, alors E = t0Eu car H est la seule famille de cardinal 0.

‚ Sinon, L = (u1, u2, . . . un). Alors cette famille est génératrice, car sinon on pourrait trouver v P E

qui n’est pas combinaison linéaire des ui, et ainsi la famille (u1, u2, . . . un, v) serait libre de cardinal
n+ 1, ce qui contredit la définition de n.

Théorème :
Soit E un K-ev de dimension finie n.
Soit F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F a une dimension finie et ď n, et si elle vaut n, alors F = E

Démonstration :
‚ Les familles libres d’éléments de F sont des familles libres d’éléments de E. Donc leur cardinal est

majoré par n. Donc F est de dimension finie p ď n (puisque si (u1, u2, . . . up) est une base de F ,
alors c’est aussi une famille libre de E, donc p ď n)

‚ Si p = n, alors soit (u1, u2, . . . up) une base de F . C’est donc une famille libre de E de cardinal
p = n. C’est donc une base de E. Donc F = E.

Théorème :
Soit E un K-ev de dimension finie n. Alors tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire
dans E (mais pas un seul en général).

Démonstration :
Soit F un sous-espace vectoriel de E.

‚ Si F = E, t0Eu est supplémentaire de F . (et vice-versa)
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINIII. RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

‚ Sinon, F est de dimension finie p avec 1 ď p ă n. Soit (u1, u2, . . . up) une base de F . C’est aussi
une famille libre de E. on peut donc la compléter en une base (u1, u2, . . . up, up+1, . . . un) de E. On
pose alors G = Vect(up+1, . . . un). Alors G est un supplémentaire de F dans E. En effet :

˛ Soit v P E. Donc

v = x1u1 + ¨ ¨ ¨ + xpup
loooooooooomoooooooooon

PF

+xp+1up+1 + ¨ ¨ ¨ + xnun
loooooooooooooomoooooooooooooon

PG

. (10.6)

(car (u1, u2, . . . un) est génératrice de E) C’est vrai pour tout v P E. Donc E = F +G.

˛ Montrons maintenant que la somme est directe, soit que F XG = t0Eu : Soit v P F XG, alors

v = x1u1 + ¨ ¨ ¨ + xpup, (10.7)

et

v = y1up+1 + ¨ ¨ ¨ + yn´pun. (10.8)

Donc

x1u1 + ¨ ¨ ¨ + xpup ´ y1up+1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ yn´pun = 0. (10.9)

Comme la famille (u1, u2, . . . un) est libre,

x1 = x2 = ¨ ¨ ¨ = xp = y1 = y2 = ¨ ¨ ¨ = yn´p = 0. (10.10)

Donc v = 0.
Donc F X G Ă t0Eu. Donc F X G = t0Eu.
Donc E = F ‘ G.

II Rang d’une famille de vecteurs

Dans ce paragraphe, E est un K-ev.
Définition :
Soit F une famille de vecteurs de E. Le rang de F est : rg(F ) = dim(Vect(F )).

Exemple :
‚ Si E = R3.

F = [(1, 2, 3)
loomoon

u1

, (4, 5, 6)
loomoon

u2

, (7, 8, 9)
loomoon

u3

]. (10.11)

Alors rg(F ) = 2 (car u2 = 1
2 (u1 + u3)).

‚ Si E = F (R,R),

f1 : x ÞÑ 1, f2 : x ÞÑ ex, f1 : x ÞÑ |x| (10.12)

Alors rg(f1, f2, f3) = 3 ((f1, f2, f3) est libre, donc une base de Vect(f1, f2, f3)).
Démonstration :
Soient λ1, λ2, λ3 P R, supposons que λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0.
Alors @x P R, λ1f1(x) + λ2f2(x) + λ3f3(x) = 0.
D’où, en prenant trois valeurs pour x, par exemple ´1, 0, 1, on trouve λ1 = λ2 = λ3 = 0.
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III. SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS ET DIMENSIONCHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

Propriété :
Soit E de dimension finie n.
Soit F une famille d’éléments de E de cardinal p, disons F = (u1, u2, . . . up).
Notons F = Vect(F ). Soit r = rg(F ) (ainsi, r = dimF ).
Alors :

‚ r ď p : (u1, u2, . . . up) est génératrice de F donc p ě r.

‚ r ď n : F est un sous-espace vectoriel de E donc dimF ď dimE.

‚ r = p ðñ F est libre : r = p ðñ dimF = p ðñ (u1, u2, . . . up) est une base de F .

‚ r = n ðñ F est génératrice de E : r = n ðñ dimF = n ðñ F = E ðñ F engendre E.

‚ r = n = p ðñ F est une base de E (résulte des deux derniers points)

Exemple :
Famille de 5 vecteurs de rang 3 dans un espace vectoriel de dimension 4 :

[(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (7, 5, 2, 0), (49, 2,´3, 0)] (10.13)

III Somme de sous-espaces vectoriels et dimension

Ici, E est un K-ev de dimension finie n.

Théorème :
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E en somme directe.
Si (u1, u2, . . . up) est une base de F ,
et si (v1, v2, . . . vq) est une base de G,
alors (u1, u2, . . . up, v1, v2, . . . vq) est une base de F ‘ G.

Démonstration :
‚ (u1, u2, . . . up, v1, v2, . . . vq) est génératrice de F ‘ G : évident.

‚ Cette famille est libre : si

λ1u1 + λ2u2 + ¨ ¨ ¨ + λpup
looooooooooooooomooooooooooooooon

=uPF

+µ1v1 + µ2v2 + ¨ ¨ ¨ + µqvq
looooooooooooooomooooooooooooooon

=vPG

= 0E , (10.14)

alors v = u = 0E car F et G sont en somme directe.
Or, si u = 0E , alors @i P J1, pK, λi = 0 car (u1, u2, . . . , up) est libre.
Et si v = 0E , alors @i P J1, qK, µi = 0 car (v1, v2, . . . vq) est libre.
Donc (u1, u2, . . . up, v1, v2, . . . vq) est libre. C’est donc une base de F ‘ G.

Conséquence :
si F et G sont en somme directe, alors dim(F ‘ G) = dim(F ) + dim(G)

Théorème :
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors dim(F +G) = dim(F ) + dim(G) ´ dim(F X G).
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINIIV. APPLICATIONS LINÉAIRES EN DIMENSION FINIE

Démonstration :
Posons H = F X G. Alors H est un sous-espace vectoriel de E, F et G.
H est un sous-espace vectoriel de G, il a donc un supplémentaire dans G, disons G1.
Donc G = H ‘ G1.
Alors F +G = F +G1, et F et G1 sont en somme directe :

1. La somme est directe : si u P F X G1, alors u P F X G = H, et u P G1. Donc u P H X G1
looomooon

=tOEu

. Donc

u = 0E .

2. F +G = F +G1 : Déjà, F +G Ă F +G1 (si u = v
loomoon

PF

+ w1
loomoon

PG1ĂG

, alors u P F +G)

Soit u P F +G. Alors u = v
loomoon

PF

+ w
loomoon

PG

. Or, w P G. Donc w = h
loomoon

PH

+ w1
loomoon

PG1

.

Donc u = v + h
loomoon

PF car hPHĂF

+ w1
loomoon

PG1

.

Donc F +G = F ‘ G1.
Ainsi, dim(F +G) = dim(F ) + dim(G1).
Or, dim(G) = dim(G1) + dim(H) (car G = H ‘ G1).
Donc dim(F +G) = dim(F ) + dim(G) ´ dim(H).

Conséquence :
Soient F , G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors :

F et G sont supplémentaires dans E ðñ

$

&

%

F +G = E (1)

F X G = t0Eu (2)

ðñ

$

&

%

dimF + dimG = n (3)

F X G = t0Eu (2)

ðñ

$

&

%

dimF + dimG = n (3)

F +G = E (1)

(10.15)

Démonstration :
‚  (1) et (2) ùñ (3) : évident selon la formule.

‚ (2) et (3) ùñ (1) : dim(F + G) = dimF + dimG ´ dim(F X G) = dimF + dimG. Ainsi,
dim(F +G) = n, donc F +G = E.

‚ (3) et (1) ùñ (2) : dim(F +G) = dimE = n et dimF + dimG = n, donc dim(F X G) = 0 donc
F X G = t0Eu.

IV Applications linéaires en dimension finie

Dans ce paragraphe,
E est un K-ev de dimension finie p ě 1.
F est un K-ev de dimension finie n ě 1.
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IV. APPLICATIONS LINÉAIRES EN DIMENSION FINIECHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

A) Détermination d’une application linéaire par la donnée des images des
vecteurs d’une base

Théorème :
Soit BE = (e1, e2, . . . ep) une base de E.
Soit (v1, v2, . . . vp) un p-uplet de vecteurs quelconques de F .
Alors il existe une unique application linéaire φ de E dans F telle que @i P J1, pK, φ(ei) = vi.

Démonstration :
‚ Unicité : si φ convient, alors, étant donné u P E, u =

řp
j=1 xjej . Donc φ(u) =

řp
j=1 xjφ(ej) =

řp
j=1 xjvj .

‚ Existence : Soit φ l’application de E dans F définie par :

φ : E ÝÑ F

u de composantes
(x1,...xp) dans BE

ÞÝÑ

p
ÿ

j=1

xjuj

. (10.16)

(La définition a un sens car la décomposition dans une base est unique).
Alors φ est linéaire : Soient u, u1 P E, de composantes (x1, x2, . . . xp), (x1

1, x
1
2, . . . x

1
p) dans BE et

λ P K.
Alors u+ λu1 a pour composantes (x1 + λx1

1, x2 + λx1
2, . . . xp + λx1

p) dans BE .
Donc

φ(u+ λu1) =
p

ÿ

j=1

(xj + λx1
j)vj =

p
ÿ

j=1

xjvj + λ
p

ÿ

j=1

x1
jvj = φ(u) + λφ(u1). (10.17)

Enfin, on a bien @i P J1, pK, φ(ei) = vi :
Pour tout i P J1, pK, ei a pour composantes (0, . . . , 1

i
, . . . 0) dans BE , donc φ(ei) = xivi = vi

Conséquence :
Si BE = (e1, e2, . . . ep) est une base de E, et BF = (f1, f2, . . . fn) est une base de F .
Alors la donnée d’une application linéaire de E dans F revient à la donnée de n ˆ p scalaires, à savoir
les ai,j , pour i P J1, nK, j P J1, pK tels que :

@j P J1, pK, φ(ej) = (vecteur de composantes les ai,j dans BF ) (10.18)

@j P J1, pK, φ(ej) = n
ÿ

i=1

ai,jfi (= vj) (10.19)

On range ces scalaires dans un tableau à n lignes, p colonnes, de sorte que, pour tout (i, j) P J1, nKˆJ1, pK,
ai,j est placé sur la i-ème ligne de la j-ème colonne :

a1,1 a1,2 ¨ ¨ ¨ a1,p

a2,1 a2,2 ¨ ¨ ¨ a2,p
...

...
...

an,1 an,2 . . . an,p

 (10.20)

Ce tableau s’appelle la matrice de φ dans les bases BE et BF (attention : le « et » n’est pas commutatif)
La j-ème colonne de cette matrice est la colonne des composantes de φ(ej) dans la base BF .
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINIIV. APPLICATIONS LINÉAIRES EN DIMENSION FINIE

B) Applications linéaires et images des vecteurs d’une base

Proposition :
Soit φ P L (E,F ), BE = (e1, e2, . . . ep) une base de E. Alors :

1. Vect(φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)) = Imφ.

2. φ est surjective si et seulement si (φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)) est génératrice de F .

3. φ est injective si et seulement si (φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)) est libre.

4. φ est bijective si et seulement si (φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)) est une base de F .

Démonstration :
1. ‚ Si v P Vect(φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)), alors v =

řp
j=1 λjφ(ej) = φ

(
řp

j=1 λjej

)
P Imφ.

‚ Si v P Imφ, alors v = φ(u), où u P E. Or, u =
řp

j=1 xjej (décomposition de u dans BE).
Donc v = φ

(
řp

j=1 λjej

)
=

řp
j=1 λjφ(ej) P Vect(φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)).

2. Conséquence évidente du premier.

3. ‚ Si (φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)) est libre : soit u P kerφ, u =
řp

j=1 xjej . Alors 0 = φ(u) =
řp

j=1 xjφ(ej). (φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)) est libre, donc @j P J1, pK, xj = 0. Donc kerφ = t0Eu.
Donc φ est injective.

‚ Si φ est injective : soient x1, x2, . . . xp P K. Supposons que
řp

j=1 xjφ(ej) = 0F . Alors φ
(

řp
j=1 xjej

)
=

0F . Donc
řp

j=1 xjej = 0E (car kerφ = t0Eu). Donc @j P J1, pK, xj = 0 (car (e1, e2, . . . ep) est
libre). Donc (φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)) est libre.

4. Conséquence directe des deux points précédents.

Conséquence :
Si dimE = p, dimF = n, alors :
φ surjective ùñ n ď p.
φ injective ùñ p ď n.

C) Isomorphismes

Proposition :
Soit E de dimension p, F de dimension n.
Alors E et F sont isomorphes si et seulement si ils ont même dimension.

Démonstration :
‚ Si E et F sont isomorphes, alors il existe φ P L (E,F ) bijective. On a alors dimE = dimF (car

alors dimE ď dimF et dimF ď dimE).

‚ Si dimE = dimF = p. Soient alors BE = (e1, e2, . . . ep) une base de E et BF = (f1, f2, . . . fp)

une base de F . Il existe alors une application linéaire φ P L (E,F ) telle que @i P J1, pK, φ(ei) = fi.
Cette application est donc un isomorphisme (car la famille (φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)) est libre et
génératrice).

MPSI Mathématiques
Algèbre et géométrie

9



IV. APPLICATIONS LINÉAIRES EN DIMENSION FINIECHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

Proposition :
Soient E et F de même dimension finie.
Alors, pour tout φ P L (E,F ), on a les équivalences :

φ est bijective ðñ φ est injective

ðñ φ est surjective
(10.21)

Démonstration :
Supposons que dimE = dimF = n. Soit alors BE = (e1, e2, . . . ep) une base de E.
Alors :

φ est injective ðñ (φ(e1), φ(e2), . . . φ(en)) est libre

ðñ (φ(e1), φ(e2), . . . φ(en)) est une base de F (car dimF = n)

ðñ φ est bijective.

(10.22)

On fait la même chose pour l’autre équivalence.

Proposition :
Les isomorphismes conservent le rang, c’est-à-dire que si φ est un isomorphisme de E dans E1, alors,
pour toute famille (u1, u2, . . . uq) de vecteurs de E, rg(u1, u2, . . . uq) = rg(φ(u1), φ(u2), . . . φ(uq)).

Démonstration :
Si on note F = Vect(u1, u2, . . . uq), alors φ(F ) = Vect(φ(u1), φ(u2), . . . φ(uq)), et φ réalise alors un
isomorphisme de F dans φ(F ). Donc dimF = dimφ(F ).
Exemple :
Soit E de dimension n, BE = (e1, e2, . . . en) une base de E.
Alors

φ : Kn ÝÑ E

(xi)iPJ1,nK ÞÝÑ

n
ÿ

i=1

xiei

(10.23)

est un isomorphisme.

D) Le théorème « noyau–image »

Théorème (Noyau–image) :
Soient E, F deux K-ev, où E est de dimension finie.
Soit φ P L (E,F ).
Alors Imφ est de dimension finie, et dimE = dim(kerφ) + dim(Imφ).

Démonstration :
On peut introduire un supplémentaire G de kerφ dans E. Ainsi, E = kerφ ‘ G.
On définit alors

φ̂ : G ÝÑ Imφ
u ÞÝÑ φ(u)

. (10.24)
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINIV. FORMES LINÉAIRES ET HYPERPLAN

Alors φ̂ est linéaire (C’est en quelque sorte « φ|G »)
Alors :

‚ φ̂ est injective : ker φ̂ = tu P G, φ̂(u) = 0u = tu P G,φ(u) = 0u = G X kerφ = t0Eu.

‚ φ̂ est surjective : Soit v P Imφ. v s’écrit φ(u), où u P E. Alors u = w1
loomoon

Pker φ

+ w
loomoon

PG

. Donc φ(u) =

φ(w1) + φ(w) = φ(w) = v.

Donc φ̂ est un isomorphisme. Donc dim(Imφ) = dimG.
Or, dimG = dimE ´ dim(kerφ).
Donc dimE = dim(kerφ) + dim(Imφ).

Conséquence :
On retrouve le fait que :

‚ dim(Imφ) ď dimE

‚ φ injective ùñ dimE ď dimF

‚ φ surjective ùñ dimE ě dimF

‚ Si dimE = dimF , φ bijective ðñ φ surjective ðñ φ injective

E) Rang d’une application linéaire

Définition :
Soit φ P L (E,F ), où E est de dimension finie.
Le rang de φ est rgφ = dim(Imφ)

Proposition :
‚ Si (e1, e2, . . . ep) est une base de E, alors :

rgφ = dim(Imφ) = dim(Vect(φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep)))

= rg(φ(e1), φ(e2), . . . φ(ep))
(10.25)

‚ Si on note dimE = p, dimF = n, rg(φ) = r, alors :

r ď n, r ď p, (10.26)

et

r = p ðñ φ injective, r = n ðñ φ surjective, r = n = p ðñ φ bijective (10.27)

(découle directement du théorème noyau–image)

V Formes linéaires et hyperplan

Dans ce paragraphe, E désigne un K-ev de dimension n ě 2.

MPSI Mathématiques
Algèbre et géométrie

11



V. FORMES LINÉAIRES ET HYPERPLANCHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINI

A) Formes linéaires de E

Rappel :
Une forme linéaire de E est une application linéaire de E dans K. L’ensemble des formes linéaires de E

est L (E,K), noté aussi E˚ (dual de E).
(E˚ est un K-ev).

Proposition :
Soit B = (e1, e2, . . . en) une base de E.
Les formes linéaires de E sont exactement les applications du type :

E ÝÑ K
u de composantes

(x1,x2,...xn) dans B ÞÝÑ a1x1 + a2x2 + ¨ ¨ ¨ + anxn

, (10.28)

où (a1, a2, . . . an) P Kn.

Démonstration :
L’application :

E ÝÑ F

u =
n

ÿ

i=1

xiei ÞÝÑ

n
ÿ

i=1

xiai

(10.29)

est l’unique application linéaire de E dans K telle que @i P J1, nK, φ(ei) = ai. La matrice de cette
application linéaire φ dans les bases B et (1) est la matrice ligne (a1, a2, . . . an) (1 ligne, n colonnes)

Cas particulier :
Pour i P J1, nK, on note pi la forme linéaire :

pi : E ÝÑ K
u de composantes

(x1,x2,...xn) dans B ÞÝÑ xi

(10.30)

(de matrice (0, . . . 1
i
, . . . 0)) ; on les appelle les projections relatives à B.

La famille des pi est évidemment génératrice de E˚ (lire « E dual »), et elle est libre :

n
ÿ

i=1

aipi = 0E˚ ùñ @j P J1, nK,( n
ÿ

i=1

aipi

)
(ej)

loooooooomoooooooon

=aj

= 0E . (10.31)

Donc (pi)iPJ1,nK est une base de E˚. Donc E˚ est de même dimension que E. La base (p1, p2, . . . pn) est
appelée la base duale de (e1, e2, . . . en).

B) Hyperplan

Définition :
Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension n ´ 1.

Exemple :
En dimension 2, les hyperplans sont des droites.
En dimension 3, les hyperplans sont des plans.
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CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIELS DE TYPE FINIV. FORMES LINÉAIRES ET HYPERPLAN

Théorème :
Les hyperplans sont exactement les noyaux des formes linéaires non nulles de E.
Plus précisément :

1. Si φ P L (E,K)zt0L (E,K)u, alors kerφ est un hyperplan de E.

2. Si H est un hyperplan de E, alors il existe φ P L (E,K)zt0u tel que H = kerφ.

3. Si φ1, φ2 P L (E,K) sont tels que kerφ1 = kerφ2, alors φ1 et φ2 sont colinéaires, c’est-à-dire
qu’il existe λ P Kzt0u tel que φ2 = λφ1.

Démonstration :
1. Si φ P L (E,K)zt0L (E,K)u, alors Imφ est un sous-espace vectoriel de K, qui est de dimension 1.

Donc Imφ est de dimension 0 ou 1. Si dim(Imφ) = 0, alors Imφ = t0u et φ = 0L (E,K). Donc
dim(Imφ) = 1 (et Imφ = K).
Donc dim(kerφ) = dimE ´ dim(Imφ) = n ´ 1.

2. Soit H un hyperplan de E. Soit (u1, u2, . . . un´1) une base de H.
On la complète en une base de E : (u1, u2, . . . un).
Soit φ la forme linéaire qui envoie les ui, i P J1, n ´ 1K sur 0 et un sur 1.
Alors kerφ = H (car pour v =

řn
i=1 xiui, φ(v) = 0 ðñ xn = 0 ðñ v P H).

3. Si φ1 = 0, kerφ1 = E ; donc kerφ2 = E, donc φ2 = 0 = 1.φ1.
Si φ1 ‰ 0, le noyau de φ1 est un hyperplan H de base (u1, u2, . . . un´1), que l’on complète en une
base (u1, u2, . . . un) de E. Alors :

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

φ1(u1) = φ2(u1) = 0
...

φ1(un´1) = φ2(un´1) = 0

φ1(un) = a P Kzt0u φ2(un) = b P Kzt0u

(10.32)

Donc φ2 = b
aφ1 (puisque @j P J1, nK, φ2(uj) =

b
aφ1(uj) et la donnée des images des vecteurs d’une

base détermine l’application linéaire)

Conséquence :
Soit B = (e1, e2, . . . en) une base de E. Alors les hyperplans de E sont exactement les parties de E qui
admettent dans la base B, une équation du type

a1x1 + a2x2 + ¨ ¨ ¨ + anxn = 0 (10.33)

où les ai sont des scalaires non tous nuls. De plus, si un hyperplan admet deux équations, alors elles sont
proportionnelles.

Rappel :
Étant donnée F P F (Kn,K), la partie E d’équation F (x1, x2, . . . xn) = 0 dans la base B est, par
définition, l’ensemble des composantes (x1, x2, . . . xn) dans B vérifiant F (x1, x2, . . . xn) = 0.
On verra que si F est un sev de E de dimension p, alors F est l’intersection d’hyperplans (et peut donc
être défini par un système d’équations), le nombre minimum d’équations nécessaires étant n ´ p.
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