Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence |
Creative Commons « Attribution — Partage dans les mémes conditions @ @ @

4.0 International ». https://www.immae.eu/cours/

Chapitre 12 : Déterminants

Ici, K désigne un sous corps de C (généralement R ou C), et n un entier naturel > 2.

I Applications n-linéaires

Définition

Définition :

Soient E et F' deux K-ev. Une application n-linéaire de E™ dans F' est une application :

¢p:ExEx-E —> F (12.1)
(ur,ug...up) +— ©ur,ug...uy,)
Telle que :
Pour tout U = (u1,us...u,), les n applications partielles :
¢vi: E — F , obtenues pour ¢ € [1,n], sont linéaires.
v o— (UL, Ug . U1,V Uyy)
Exemple :
2-linéaire = bilinéaire
p: E x E — F est bilinéaire lorsque :
Vv e E,\V(u,u') € E x E,YA € Kp(u+ A\, v) = p(u,v) + do(u',v) (122)
12.2
et p(v,u+ ') = o(v,u) + Ap(v,u’)
Exemple :
R? — R est bilinéaire.
(z,y) — xxy
Proposition :
Sip: E™ — F est n-linéaire et, pour (uy, us ... u,) € E™, sil'un des u; est nul, alors p(uy,us ... u,) =0
En effet : Papplication v — @(ug,us ... u;—1,,...u,) est linéaire donc nulle en 0.
Application n-linéaire antisymétrique
Définition :
Soit ¢: E™ — F n-linéaire. On dit que ¢ est antisymétrique lorsque
V@i, ))e1,n]? i#j = dur... w ... wj ...up)=—d(u1... U; ... U ...Up
(1,5) € [1,7] J ¢(ua 4 j ) = —¢(u1 i 4 )
1 j 7 J
(12.3)
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I. APPLICATIONS N-LINEAIRES CHAPITRE 12. DETERMINANTS

Proposition :
Soit ¢: E™ — F antisymétrique. Alors, pour toute permutation o € &,,, et tout (uy,us...u,) € E™,

H(Ug(1), U (2) - - - Uo(n)) = () X p(ur,uz ... uy,), ott £(0) est la signature de o.

Démonstration :
Montrons par récurrence que Vk € N, « pour toute permutation ¢ € G,, se décomposant en produit de k

transpositions, et tout (u1,uz...un) € E™, ¢(tg(1), Us(2) - - - Ug(n)) = €(0) X O(ur,uz ... up) » (P(k)).

e #(0) ok (la seule transposition qui se décompose en produit de 0 transpositions est U'identité, de

signature 1)
o Z(1): c’est la définition de antisymétrique

e Soit k € N, supposons & (k). Soit alors 0 € &, s’écrivant 71 0 79 0 -+ 0 T, © Tp41, Ol les 7; sont des
transpositions. Soit ¢/ =T om0 0T €t T = Tpy1.

Soit (u1,usg...u,) € E™ Alors :

(b(ud(l)? Ug(2) - -+ ua(n)) = (b(ud’(‘r(l))» Ugr(7(2)) - -+ ua"(‘r(n)))

= O(U (1), Uy (gy -+ Up(y)) O ON A NOLE U] = Ugr(y)

= —¢(uy,uy...ul,)

(12.4)
= —d(Uor (1), Uor(2) - - - Ug'(n))
= —¢e(0")p(ur,ug ... up)
=ce(o)d(ur,uz ... up)
Exemple :
Le produit vectoriel :
E — FE (12.5)

(u,v) — uAv

ou E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, est une application bilinéaire antisymé-

trique.

Applications n-linéaires alternées

Définition :
Soit ¢: E™ — F n-linéaire.
On dit que ¢ est alternée lorsque :
Pour tout (ui,us...u,) € E", si il existe ¢,j € [1,n] distincts tels que u; = wu;, alors

o(ur,ug...up) =0

Proposition :

Alternée <= antisymétrique
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CHAPITRE 12. DETERMINANTS I. APPLICATIONS N-LINEAIRES

Démonstration :
1. Supposons ¢ alternée.

Soit (u1,us...u,) € E™, soient 4, j € [1,n] distincts. On a :

dlur,ug ... (ui +uj) .. (ug+uj)...up) =0
— —

i J
=o(ur,ug ... (U Fuj) oty up) F Olur, ug o (W U)o Uy Uy,)
=d(ur, Uz Uy Uy Up) FO(UT, U UG U U
=0
+¢(u1,u2...ui...uj...un)—i—ib(ul,ug...uj...uj...un)
=0
(12.6)
Donc ¢(ur,ug ... uj... Ui .. Up) = —O(Ut, U2 ... Ui ... U ... Up)

2. Supposons ¢ antisymétrique. Soit (u1,us...u,) € E™, supposons qu'il existe i, j € [1,n] distincts
tels que u; = u;.
Alors ¢(ug,ug . Ui e o Ui Up) = —P(UL, U« oo Uj e U e o Uy
Donc ¢(uy,ug ... w; ... u;...u,) =0 (car K est un sous corps de C donc 2 # 0)
Remarque :
L’implication antisymétrique = alternée est fausse lorsque K est par exemple Z/2Z, c’est-a-dire un

corps de caractéristique 2 (d’ott I'intérét d’avoir deux définitions)

Formes n-linéaires alternées en dimension n

On s’intéresse a ¢: E" — K, n-linéaire alternée lorsque E est un K-ev de dimension n. On dit alors

que ¢ est une forme n-linéaire alternée sur E (pas ™)

Etude :

Soit # = (e1,ea,...e,) une base de E.

Soit (u1,ug...uy) € B, et A =mat((ur,us...uy),AB)
Ainsi, Vj € [1,n],u; = X1 | aije;- On a :

d(ur,ug ... up) = ¢ (Z a;1€i,Us . .. un>
i=1

n

= Z apngle;,ug. .. uy)
i=1
n n
= Z Ay q ( Z a1‘22¢(€i1,62‘2 e un)>
i1=1 io=1
-t (12.7)
= Z Z aillaizgqﬁ(eil,eh .. .U,n)
i1=11i2=1

n n n
Z Z Z @iy 10iy205,30(€5, 5 €iys €4y - . Up)

i1=1ip=1i3=1

= Z Aj11A352 « - - ainngzﬁ(eil,eiz v ein)
(i1,82,...in )E[L,n]™

(On a utilisé uniquement le fait que ¢ est n-linéaire)
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II. DETERMINANT DANS UNE BASE D’UNE FAMILLE DE NCHRCTFRH$2. DETERMINANTS

Ainsi :

P(ur, ug .. up) = > af(1),10f2),2 - Qfn)n P€r(1),€5(2) - €f(n))
feZ ([l L)

=0 pour f non injective car
¢ est alternée

= Z Uo(1),100(2),2 - - - Ao(n) nP(€o(1)s €a(2) - - - €a(n)) (12.8)
oeS,
= ( 2 £(0)a(1),100(2),2 - - - aa(n)7n> oler,ea...ep)
geS,

II Déterminant dans une base d’une famille de n vecteurs

Ici, E est un K-ev de dimension n.

Théoréeme :
Soit & = (e1,ea,...e,) une base de E.
Alors :

1. Il existe une et une seule forme n-linéaire alternée qui prend la valeur 1 sur 4. Elle s’appelle det g

(déterminant dans la base %)

2. Pour toute forme n-linéaire alternée ¢ sur E, on a, pour tout (ui,us...u,) € E™

d(ur,ug ... up) = detg(ur, us ... un)d(er,ea...ep)

Démonstration :
1. Unicité : si A est une forme n-linéaire alternée qui prend la valeur 1 sur 4, alors, nécessairement :
V(ur,ug...up) € E™, Aur,ug...un) = X cq, €(0)06(1),100(2)2 - - - Ao(n),n (d’apres I'étude), ot
A = (ai;) = mat((u1,u2 ... uy), #). D’ott I'unicité.

Vérifions que A défini par cette formule est n-linéaire alternée :

e A est n-linéaire : ok. C’est une forme n-linéaire : ok
Par exemple : linéaire par rapport a la premiere variable :
Soient uy,us ... u, de composantes données par la matrice A, u} de composantes les a ; et

A e K. On a alors :

Auy + M, ug .. uy) = Z o€ 6,e(o0) (ag(lm + )\afj(l)71> U(2),2 - - - Qo (n),n

= Z e(U)aU(l),laa’(Z)Q - Qo(n)n + A Z 8((j-)a;f(l)71ao'(2),2 <2 Qo(n)n

oeS, ceS,

= A(ut,uz ... up) + AU, ug . .. uy,)

(12.9)
e A est alternée :
Soit (u1,us...u,) € E™, supposons u; = u; avec ¢ < j. Soit 7 = (¢,7). On a:
A(ula uz ... Un) = Z €(U>a0(1),1a0(2),2 - Qo(n)n
oeS,
(12.10)
= Z A5(1),105(2),2 - - - Ao (n),n — Z A5(1),105(2),2 - - - Ao(n),n
ocA, €6, \ Ay
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CHAPITRE 12. DETHRIIEIZERFSINANT DANS UNE BASE D’UNE FAMILLE DE N VECTEURS

Or, lapplication ¢ — o o T constitue une bijection de A,, vers &,\4,,. On a donc :

A(uh ug ... un) = Z A5(1),105(2),2 - - - Ao (n),n — Z A5o7(1),1%007(2),2 - - - Ggor(n),n (1211)

o€EA, oeA,

Mais, pour tout o € A, :

Aoo7(1),10007(2),2 « - - Aoor(i),i « - - Aoor(j§),j « - - door(n),n = A(1),100(2),2 - - - A5 (§),i - - - Ao (i),j - - - Ao (n),n

= a0(1)71aa(2)72 . aa(]’),j . ao(i)ﬂ- . aa(n)m
(car u; = u; donc Yk € [1,n], ag; = ak;)

= ag(l))lag(g)’z e ao(i),i N (J,J(j)’j e aa(n),n
(12.12)

o Aler,ea,...en)=1:
Si A= I, (= mat(%, %)), les produits ay(1),100(2),2 - - - Co(i)i - - - Go(j),j - - Qo (n),n SONL tous
nuls sauf pour o = Id, ou il vaut 1.
2. Découle du résultat de ’étude.

Exemple :

e Soit E de dimension 2, 8 = (ey, e3) une base de E. Soient uy, us deux vecteurs de E, de composantes

a a a a
) et ) Alors 4 = mat((u1,us), B) = N Ainsi, detg(ui,us) = ajjaz —

a21 a22 a2 a2
ag1a12 (62 = {Id, 7'12}).

e Soit E de dimension 3, & = (e, €2, e3) une base de E. Soient uy, us,us € E.

a1 az1 asi

A= mat((u17u27u3)7<%) = | a2 a2 as2 |, Ss3 = {Idv(17273)’(37271)’(172)7(2’3)7(371)}
a1z a3 433 paires
(12.13)
Donc
detg(uy, Uz, u3) = 11022033 + A21032013 + a31a12023
(12.14)
— (21012033 — 411032023 — 31022013
Théoréme (Chasles) :
Soient A, A’ deux bases de E. Alors, pour tout (uy,us...u,) € E™ :
detg (u1,us ... u,) = detg (B) x detg(ug, us ... uy,) (12.15)
Démonstration :
On applique le deuxieme résultat du théoreme avec ¢ = det g :
d(ur,ug ... up) = detg(ur,us ... uy). dler, ea...e,) (12.16)
| —— | S —
det g/ (u1,uz2...un) det g/ (B)
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III. DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME CHAPITRE 12. DETERMINANTS

Théoréme :
Soit # une base de E. Soit (u1,us...u,) € E™.

Alors (u1,ug ... uy) est libke <= detg(ui,us...u,) =0

Démonstration :

e Si (uj,ug...uy,) est liée, alors I'un des w;, disons u; est combinaison linéaire des autres : u; =

Die[1n]\(j} Xili-

Alors
det o Up = det , U2y . v Uiy oo Up) = 1dt , U2, . .. i se--Up) =0
etg(ur,ug ... up) etag(u1, us | Z 'ozu Up) Zvoz et (uy, ug U Up)
ie[1,n]\{5} i#] )
(12.17)
e Si(ug,ug...uy) est libre, elle forme une base %’ et alors :
detgy (u1,us ... up) = detg (B) x detg(ur,us ... uy) (12.18)

=150

Donc detg(uy, ug ... u,) # 0

I1I Déterminant d’un endomorphisme

Ici, E est un K-ev de dimension n.

Théoréme, définition :
Soit ¢ € L(F), soit & = (e1,ea,...e,) une base de E.
Alors la valeur de detg(p(e1), ¢(e2) ... p(en)) ne dépend pas du choix de Z. On 'appelle det(p)

Démonstration :

Soit B’ = (e}, €h, ... €],) une autre base de E. Alors :

/

detg (p(ey), ples) ... pley,)) = detg(e], €5 ... e;,) x deta (p(er), p(ea) .. p(en))

(selon la deuxieme partie du premier théoréme de la section précédente avec : (u1, ... u,) — detg (©(uq),. ..

appliqué en (e, €5 ...€l))

= detg(p(e1), p(e2)...p(en)) (Chasles)
(12.19)

Ainsi, si A = mat(p, B), alors det(p) = detz(v(er)...v(en)) = 206671 £(0)ao(1),1 -+ Ao(n),n

Théoréme :

Soient o, € ZL(E). Alors :
1. det(p o) = det(p) x det(v))
2. det(Idp) = 1

3. 9 € GL(E) <= det(p) # 0, et dans ce cas det(p™1) = ﬁ(w)
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CHAPITRE 12. DETERMINANTS IV. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Démonstration :

Soit & = (e1,ea,...e,) une base de E.

L. det(p o)) = detg(poth(er), poib(ez)...p0t(en))

o Si la famille (¢(e1), ¢ (e2)...1¥(en)) est liée, alors det(yp) = 0. D’autre part, la famille (¢ o
Yier),pow(es)...poo01(e,)) est aussi liée. Donc det(p o 1) = 0 aussi. Donc det(p o @) =

det(p) x det(y)) (= 0).

e Sila famille des (v(e1), % (e2) ... 9 (e,)) est libre, elle constitue une base %’ de E, et :

detgg(pot(er), porh(er)...pov(en)) = detyg(B') x detgy (pot(er), porp(er) ... o0 Y(en))
—_——

det(pow) det (1) det(p)
(12.20)
2. Immédiat
3. Si ¢ € GL(E), on peut introduire p~1.
Alors 1 = det(Idg) = det(p 0 p=1) = det(p) x det(p™1)
“1y 1

Donc det(p) # 0 et det(p™') = T

Si @ ¢ GL(E), alors (p(e1),¢(e2) ... p(en)) est lide, done det(p) = 0.
IV Déterminant d’une matrice carrée

Définition et propriété

Définition :

Soit A = (aij) € %H(K)

On note

det(A) (Ef 0_; E(U)ag(1)71aa(2),2 < Qo(n)n (1221)
Proposition :
Soit E un K-ev de dimension n, et # = (e1,ea,...¢e,) une base de E.
Soit (u1,us...u,) € E™ tel que mat((u1,uz...u,), B) = A.
Soit ¢ € Z(F) tel que mat(p, ) = A
Alors :
det(A) = det(p) = detg(ur, ua, ... uy,) (12.22)

Propriétés :

Soient A, B € .4, (K). Alors :
o det(AB) = det(A) x det(B)

o det(l,) =1

A est inversible si et seulement si det(A) # 0, et dans ce cas det(A™1) = ﬁ(z‘l)

det(tA) = det(A)
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IV. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE CHAPITRE 12. DETERMINANTS

Démonstration :
Les trois premiers sont immédiats en passant par les endomorphismes.
On note ‘A = (b;;), ot V(i, ) € [1,n]?, bi; = aj;.

On a donc :

det(tA) = Z e(U)bU(l),lba(Q)Q cee bo(n),n

eSS,

Z €<U)a1,0(1)a2,0(2) -2 Qn o(n)

eSS,

Soit 0 € &,,. Pour tout pe S,,, on a :

@p(1),0(p(1))p(2),0(p(2)) - - p(n),o(p(n)) = 41,0(1)42,0(2) - + - An,o(n)

(simple permutation de 'ordre des termes du produit)
Donc det(tA) = ZO’EGn 5(0)a071(1)’1a071(2)’2 e a(,fl(n)’n.

De plus, 1 =¢(0too) =e(0!) x g(0).

1
e(o)

Donc e(c™1) = = ¢(0). Donc

det(tA) = Z E(U_l)a0*1(1)71a0*1(2)72 <o Qo—1(p),n

geS,

= Z 6(0/)00/(1)71a0/(2)72 . aU/(n)m

o'eS,

= det(A)

Propriétés portant sur les colonnes et les lignes

1) Sur les colonnes

Notation :

Cy,C5...C, étant les colonnes de A € #,(K), on notera A = [Cy,Cs...C,).

Résultat essentiel : det(A) = detg(Cy,Cs...C,), ou A est la base naturelle de .4, 1 (K).

(12.23)

(12.24)

(12.25)

Donc les déterminants d’une matrice est une forme n-linéaire alternée de ses colonnes. Ainsi, le détermi-

nant est linéaire par rapport a chaque colonne :

det[Cl,Cng—&—)\Cj’Cn] :det[Cl,Cg...Cj...Cn]+)\det[01702...0j/-...

Et c’est une forme linéaire alternée :
o det[C,Cs...C;...C;...Cr] =0
o et det[Cy,Cy...C;...C;...C,) = —det[C,C,...Cj...C;...C)
e ct det[Cyr(1),Co(2) - - Co(ny] = €(0) det[C1, Cy ... Cy]
e et aussi det[C1,Cs ... Z a;C;...Cp1 =0
i#j

f
J

(12.26)
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CHAPITRE 12. DETERMINANTS IV. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Du coup, pour les transformations :

e C; «— C; 4+ AC; ne modifie pas le déterminant :

—

i

=0

o (; — aC; « multiplie le déterminant par « »

e C; < C; « multiplie le déterminant par -1 »

2) Sur les lignes

Mémes résultats obtenus par transposition

Déterminant d’une matrice triangulaire

A0 0
. . 0 XA
Cas d’une matrice diagonale : A =
0
0 ... 0 X\,
On a alors det(A) = A Az... Ay (si 0 # Id, alors as(1),100(2),2 - - - Go(n),n = 0).
ay —— = ==
0 @22 —— -
Cas d’une matrice triangulaire : A =
0 0 apn

Soit 0 € &,
Supposons que Gy (1),100(2),2 - - - Go(n),n # 0.
Alors :

e 0(1) =1 (sinon o(1) > 1 et ap(1),1 = 0)

e 0(2)<2eto(2) #1donco(2) =2

Donc o =1d
Donc det(A) = ay,1a22 - .. an,n. On retrouve le fait que A est inversible si et seulement si ses coefficients

de la diagonale sont tout non nuls.

Notation :

i1 @12 ... Qin
az. 1 az 2 c.. Q2p

det A = (12.28)
an,1 ce cee Opp

Conséquence :

Méthode pratique : le pivot de Gauss pour calculer le déterminant.

MPSI Mathématiques 9
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V. DEVELOPPEMENT SELON UNE RANGEE CHAPITRE 12. DETERMINANTS

Exemple :

On considére le déterminant :

2 1 1 3
1 -1 3 8
(12.29)
1 2 -1 =3
1 1 2 -1
premiere méthode exclue : formule développée...
2 1 1 3 0 -1 -3 5 0 0 -6 3
1 -1 3 8 B 0 -2 1 9 B 0 0 -5 5
1 _3| Ls < Ls—L _2  _9| Ly « La+2L 3 _
1 2 L =3 popip 001 3 2L§HL21J;L330 1 -3 -2
1 1 2 -1kl 2 11 2 -1
(12.30)
00 -3 3 11 1 -1
00 0 5 40 1 =5 =2
= = (-1 =15
Cs — C3tCa 1) 1 —5 2| Laeols 0 0 -3 3
L3 > L4
11 1 -1 2ot 00 0 5
V Développement selon une rangée
Petit lemme
a1 --- Q1p-1 0
Lemme :
112,1 ag’n_l 0
Soit A =
ap1 -+ Gpn-1 1
Alors :
det(A) = ) €(0)as(1),100(2)2 - - Ga(n)n
ceS,
= 2 5(”)%;(1),1%(2),2 < Qg(n)n
€S,
U(en)zn (12.31)
= Z 8(0)a0(1)71ao’(2),2 -+ 0g(n—1),n—1 X 1
UEanl
= det(B)
Ou B est la matrice extraite de A en enlevant la derniére ligne et la derniére colonne.
Développement selon une colonne
Soient A = (a;5) € 4,(K) et k € [1,n].
La colonne Cj, s’écrit :
1 0 0
0 1 0 n
Co=ark | | +aon ||+ Fann || =D airEs (12.32)
: : : i=1
0 0 1
~— — ~—
=E‘l =E2 —En
MPSI Mathématiques 10
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CHAPITRE 12. DETERMINANTS V. DEVELOPPEMENT SELON UNE RANGEE
Donc
det A = det[Cy, Ca...Cpl = Y airdet[Cy, Ca... E; ...Cy] (12.33)
i=1 M
Mi, k
Ainsi, |VEk € [1,n],det A = Z Qg Jo ik
i=1
_ _ 0 _ . _ 0
7: p— - - ’ 7 - _1 n*k 7 7 7 .
IUl 7k e o o 1 o Ck,Ck_,_l,...Cn ( ) o o o 1 «~— 1
permutés
L 0 . circulairement - 0
N
k (12.34)
. _ 0
= ()" Ex ()M T T = () det(Aiy)
1
ot A; i, est extraite de A en « barrant » la i-éme ligne et la k-ieme colonne.
Vocabulaire :
ik est le cofacteur du terme d’indice 7, &
Exemple :
On considére la matrice :
a al a//
A=1|p v v (12.35)
c C/ C//
Alors :
b/ b/l a/ al/ al a//
det A =a x (—1)? x —bx + ¢ x (12.36)
C/ C// c/ c// b/ b/l
+ - +
(Pour les signes : forme de damier avec un + en haut a gauche : [ — 4+ — ).
+ - +
b b// a a// a a//
oudet A= —a' x +b x —c x |
c C/l c C// b b//

Développement selon une ligne

Avec les mémes notations : det A = 2?21 ks, b, -

MPSI Mathématiques
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VI. APPLICATION A L’INVERSE D’UNE MATRICE CARREEQHAINVRESIBLBETERMINANTS

Démonstration :

det(A) = det(*A) avec ‘A = (a ;)

2,7

= Z @ b = Z aj , (—1)""F det(A4] ;)

=1 i=1

n n n . (12.37)
= api(—1) " det("Ap) = D agi(—1)" det (A ;)

i=1 i=1
= Z QL ik, i

i=1

V1 Application a I’inverse d’une matrice carrée (si inversible)

Soit A € 4, (K).

Proposition :

Pour tous 4,j € [1,n], on a :

" 0 Sii#j
Z @k Mj ke =
k=1 det(4) sii=j
(12.38)
" 0 sii#j
D) hiftn =
k=1 det(4) sii=j
Démonstration :
1. Si ¢ = j, on reconnait le développement selon la i-éme ligne du déterminant de A.
Si i # j, on reconnait le déterminant, développé selon la j-eme ligne, de :
a; 1 a; 2 Qjmp | <1
A =| — — = (12.39)
a;1 Q2 Ain | < j

Obtenue & partir de A en faisant la transformation L; « L, (non élémentaire!)
En effet, les cofacteurs des termes de la j-éme ligne de A’ sont les mémes que les cofacteurs des
termes de la j-iéme ligne de A.
2. On le démontre de la méme maniére avec la matrice A’ déduite de A en faisant la transformation
C; — Cj
Conséquence :

Notons M = (u; ;) € A, (K) (M s’appelle la comatrice de A, notée com(A)).
Les formules précédentes disent : A x 'M = det(A)I, et 'M x A = det(A)I,

1
Ainsi, si A ¢ GL,,(K),'M x A = Ax'M = 0_4, k). Et, si A est inversible : A7l = t

1 t,
= Tt M = Geray (comA) ¢

MPSI Mathématiques 12
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CHAPITRE 12. DETERMINANTS VII. FORMULES DE CRAMER

Exemple : 1 2 1
On considere la matrice A= | -1 1 2 |. A est-elle inversible, si oui quel est son inverse ?
1 -1 2
4
com(A) = | =5 . Déja, det(A) =1 x4+ (1) x5+ 1x3 =12 # 0. Donc A est inversible. On
3
continue :
4 4 0
com(A)=|-5 1 3 (12.40)
3 -3 3
4 -5 3
-1_ 1
Donc A~ =414 1 -3
0o 3 3
Cas particulier (a connaitre) :
. a c d —b
SiA= , det(A) = ad — bc; com A =
b d —c a
. -1 1 d —C PN , PRT]
Sidet(A) #0, A= = —— (correspond en fait a un échange entre a et d, et une multipli-
-b a
cation de b et ¢ par —1).
VII Formules de Cramer
Soit A € A, (K), inversible.
T by 4 by
) ba T2 ba
On s’intéresse au systeme : A = , de solution | | = A~!
Tn bn Tn bn
Or, A=l = mt(com(/l)).
Ainsi,
1 n 1 la matrice obtenue e‘_l\partir de A
Vpe [l n],zp = ——— fkp b= S—— det <eéiJ.ZméilﬁﬁaéﬁsSfo’é;éi?;ié"ffenie) (12.41)
det A ];1 ¢ \"-/ . det A 1;(>ar la colonne du second membrze
ransposee .
Exemple :
On consideére le systeme
6x+3y+4z =1
5r—Ty+5z =2 (S)
5S¢ +3y+3z =0
6 3 4
Matrice du systéme : A= |5 —7 5. det(4) =14.
5 3 3
MPSI Mathématiques 13
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VIII. COMPLEMENT : POLYNOME CARACTERISTIQUE D’ WNFARINREIGE, ANRIFHEMINANTS

Donc (E) est de Cramer, et :

1 3 4
1 1 30 15
p=rl2 <7 5= (-Tx3-5x3-20-12) = -1 = (12.42)
0 3 3
6 1 4 6 3 1
s g sl e L cxsosxn r26x3-5xan=2-3. —Lls 7 o= Lasiss—2as—15)
Y= 1 Y RV AR VY 1 |
5 0 3 5 3 0
(12.43)

VIII Complément : polynéme caractéristique d’une matrice carrée

Soit A = (a;;) € A (K). On note I = I,,.
Pour tout A € K, on pose P(A) = det(A — AI). Alors la fonction A — P()\) est polynomiale en A, de

degré n :
arl — A ai,2 e a1,n
@21 a2 — AL az n
P(X) =
(12.44)
Gn1 B

= (a1 —MNaz2 =N .. (@nn =N+ D) €(0)ab) 10020+ Uiy n
0e&,\{Id}

oua;; =a;;sii#jetaj;=a;;—\sinon.
Coefficient de X™ : (—1)"
Coefficient de X° : P(0) = det(A)
Coefficient de X"~ :
Zae@n\{ld} E(O’)a;(l)’la;@)g . a;(n)yn est polynomial en A, mais de degré < n — 2 : si une permutation
o fixe n — 1 éléments, alors elle fixe le n-iéme aussi et donc o = Id.
Donc le coefficient de X"~ ! vaut : (—=1)""' 3" | a;; = (=1)""* x Tr(A)
Soit f e Z(F) ou E est un K-ev de dimension finie n, % une base de E, A = mat(f, %#).
Alors le polynéme P caractéristique de A ne dépend pas du choix de £ (on l'appelle le polynéme
caractéristique de f). En effet, pour tout A € K, P(\) = det(A — AI) = det(f — A1d).

On a les équivalences :

A est racine de P <= det(f — A1d) =0
<= f — AId est non bijective

<= f — AId est non injective
(12.45)
<= ker(f — \Id) # {0}

< Jue E\{0}, f(u) = \u

(ﬁ) A est valeur propre de f
€

Si P admet n racines distinctes deux & deux, alors il existe une base %’ de E dans laquelle la matrice
de f est diagonale :

Notons A1, Ag, ... A, ces racines.
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CHAPITRVIIR. AOMERBHENNTPOLYNOME CARACTERISTIQUE D’'UNE MATRICE CARREE

On peut introduire uy, us, ... u, € Fi\ {0} tels que Vk € [1,n], f(ur) = Mgug.
Montrons que (u1,uz, ... u,) est libre.
Pour cela, montrons par récurrence que Vk € [1,n], (ug,us, ... ug) est libre.

e pour k=1, ok car u; # 0

e soit k € [[1,n — 1], supposons que (u1, usg, ... ug) est libre.

Soit (1, p2, .- - pr+1) € K™, supposons que

Hiug + flotg + -+ + g1tk =0 (12.46)
Alors, en appliquant f, on a
AU + podots + -+ g1 Agp1Uigy1 =0 (12.47)
Puis en faisant )\k+1() — () :
1 (Ak1 — An)ur + po(Argr — A2)uz + -+ + pe(Ap1 — Ap)u = 0 (12.48)

Donc Vi € [1, k], u; = 0, car les A; sont distincts deux & deux, et (u1,uz,...uy) est libre.
Enfin, pg11 = 0 car ugy1 # 0.

Donc (u1,ug,...ugt+1) est libre, ce qui acheve la récurrence.

Donc (u1,us,...uy,) est libre, de cardinal n. c’est donc une base de E.

De plus, par construction, la matrice de f dans cette base est diagonale :

A0 0
0 A oo

A= 2 (12.49)
0 0 An

Exemple ou P a n racines non distinctes et f n’est pas diagonalisable :

1 1 ... 0
0o 1 . o
Pour n € N*, on note A, = | € My (K).
ST
0 ... 0 1

Alors P(A) = det(A,, — AI,) = (1 — A\)™. (matrice triangulaire supérieure)

On doit donc trouver ' = (e, ea,...e,) tel que :

A0 .00
0 A o
mat(f,#)=| (12.50)
0 0 A
Mais alors, pour tout k € [1,n] : f(ex) = Axex.
Comme e # 0, A\; est racine de P, donc A\ = 1.
Donc mat(f, #') = I,,, ce qui est impossible.
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