Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence i
Creative Commons « Attribution — Partage dans les mémes conditions @ @ @

4.0 International ». https://www.immae.eu/cours/

Chapitre4 : Intégrale d’une
fonction continue sur un segment
et dérivation

I Le résultat fondamental

A) Théoréme

Théoréme :
Soit I un intervalle de R, et f: I — R une fonction continue. Soit a € 1.
Alors lapplication F: 1 — R (qui est bien définie sur I car Va € I,[a,z] < I, et
v f £l dt -

a
donc f est continue sur ce segment) est dérivable de dérivée f.

Démonstration :
Soit 2 € I. Montrons que F' est dérivable en zg et que F'(zg) = f(zo).
Pour cela, étudions %ﬂxo) — f(=o) pour x € I {xp}, de maniére & montrer que cela tend vers 0

quand x tend vers xg.

(F(w) — F(xo)

T — X

= flwo) = e(sc)) (4.1)

Pour cela, étudions F(z) — F(xo) — (x — x0) f(z¢) pour z € I\ {zo} :

1F@) = Fao) (2 = 20) (o) = || " f(t)dt— | " F(t)dt — (o — x0) f(ao)

a

- " f(t)dt — (x — o) (o)

€T

=|[ - f(xo))dt’

Zo

xr — -'170) SUD¢e(z,] |f(t) - f(l‘())| stz = xo

< (xo - .’,U) Supte[x,xo] ‘f(t) - f(-’l?())| si x < xo
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Dans les deux cas : |F(z) — F(zo) — (¥ — o) f(z0)| < |20 — 2| SuPyefy 5] [ £(E) — f(20)]
Donc [HE=728k — f(20)] < $uPtefy, ) (1) = £ (o)
Or, SuPse(y 0] | f(t) — f(20)] T 0. En effet :
Soit € > 0, soit > 0 tel que Vz € I,|z — xo| < @ = |f(x) — f(zo)|] < € ( « existe car f est

continue en xg). Alors, pour x € I tel que |z — x| < a, on a Vt € [z, z¢], |xg — | < a.
«>
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CHAPITRE 4. INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT ET
I. LE RESULTAT FONDAMENTAL DERIVATION

Donc Vt € [z, zo], | f(t) — f(z0)] < &.

Donc SUPte(x,z0] |f<t) - f($0)| < g, soit SUD¢e(x,a0] |f(t> - f('rO)" <€

Donc Ye > 0,3a > 0,Yx € I, <|a: —xo| <@ = |SUPye[y 0] |f(E) — f(xo)|' < s), ce qui montre la
limite voulue. -

D’ou on tire alors le résultat voulu.

Remarques

Soit f une fonction définie sur I, ou I est un intervalle. On suppose f non continue, mais cependant
continue par morceaux sur tout segment contenu dans I.
Alors, pour tout a € I, F: I — R est parfaitement définie car f est continue par
x — fx f)de
a

morceaux sur le segment [a, x].

>

e Elle est continue : Soit xg € I, h > 0. Soit S = [xg — h,xo + h] n I. Pour tout x € S, on a :

[F(x) = F(o)] <

[RC dt\ <o — olsupl (1) (4.3)

Donc F est lipschitzienne sur .S, donc sur un voisinage de xy. Donc F' est continue en x.
e De plus, la démonstration précédente montre que F' est dérivable en tout xg € I ou f est continue.

e En revanche, F' n’est pas dérivable en un xg ou f n’est pas continue. Exemple :

:vo—hl 550 Ixo—&—h

a droite en xg, disons I’

f étant continue par morceaux sur un segment contenant g, elle admet une limite finie

a gauche en xg, disons [

En se plagant dans le cas de la figure :
F est dérivable de dérivée f sur |xg — h,xg[, mais aussi sur |xg, xg + hl[.

Si F' était dérivable en zg, le théoréme sans nom dirait :

Jim F(2) = F'(zp) = lim F'(x) (4.4)

l 4

d’ou contradiction.

Conséquence du théoréme

Théoréme :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Alors :
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CHAPITRE 4. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT ET
DERIVATION I. LE RESULTAT FONDAMENTAL

1. f admet des primitives sur I.

2. Si G est une primitive de f sur I, alors les primitives de f sur I sont exactement les G + cte
3. Pour tout ael, z — JI f(t)dt est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

4. Si G est une primitive {(lie f, alors, pour tout a,be I, on a :

§° £(t) dt = G(b) — G(a), noté [G(1)]"

a

Démonstration :

T
1. Voir théoréme : si on se donne a e I, F': x — J f(t)dt est une primitive de f.
a

2. Si F' et GG sont deux primitives de f sur I, alors :
Vt e I,F'(t) = G'(t), donc Vt € I,(F — G)'(t) = 0. Donc F — G = cte car I est un intervalle.

Inversement, si G est une primitive, alors G + cte en est aussi une.
€T
3. z— j f(t)dt est une primitive, elle est nulle en a, et c’est la seule d’apres le point précédent.
a

4. Soit G une primitive de f. Alors la fonction F': ¢t — G(t) — G(a) est une primitive de f qui s’annule

en a. Alors SZ ft)ydt = F(b) = G(b) — G(a)

Exercices d’application

T
e Soit F': x — J et dt. Alors, comme t — et est continue sur R, F est définie et dérivable sur
0
R, et : Vo € R, F'(z) = e~ . D’ou étude (en exercice)..

z? ot
e Soit <p:x»—>f
.

t—1

dt.

t

2 e
o Déja, Sz te_—fl dt a un sens lorsque f: ¢t +— o est définie et continue (intégrable suffit mais

ici c’est pareil..) sur le segment [z,22], c’est-a-dire lorsque 1 n’appartient pas au segment
[z, 27]

D=]— 1,4\ {1}

, c’est-a-dire lorsque x > 1 ou —1 < x < 1. Ainsi, le domaine de définition de ¢ est

o Justifier que ¢ est dérivable sur D, donner ¢'(x) :
— Dérivabilité sur |1, +o0] :
f est continue sur l'intervalle |1, +o0[. Donc elle y admet une primitive, disons F. Alors
Vx €)1, +o0, p(z) = F(2?) — F(x) (quatriéme point du théoréme précédent). Donc ¢ est
dérivable sur |1, +oo[ et, pour tout z €]1, +o0] :
2

2ze er

22—1 x-—1

¢ (z) = 20F () — F'(x) = (4.5)

— Dérivabilité sur | — 1, 1] : analogue.

Les choses fausses

e f intégrable sur un segment [a,b] = f admet une primitive sur [a, ]

e f admet une primitive sur [a,b] = f est intégrable sur [a, b]
Exemple :

e Si f est continue par morceaux sur [a,b] (mais pas continue)

Alors f est intégrable sur [a, b], mais n’admet pas de primitive sur [a, b] :
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CHAPITRE 4. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT ET
II. TABLEAU DES PRIMITIVES USUELLES DERIVATION

Si F en était une, il y aurait contradiction avec le théoréme sans nom pour F’(c) o ¢ est un point

de discontinuité.

2% sin 5 si 2 €]0,1]

Osiz=0
Alors F est dérivable sur |0,1], et :

e Considérons F': x —

1 2 1 1 1
Va €]0,1], F'(z) = 2z sin — — —a%cos — = 2z sin — —

—CoS — 4.6
2 x3 2 2 2 (4.6)

De plus, pour tout z €]0,1] : w = rsin < - 0. Donc F' est dérivable en 0 et F'(0) = 0.

2

2 sin % si x €]0,1]

Osiz=0
G. Ainsi, pour tout z € [0,1] :

La fonction g: z — est continue sur [0, 1]. Elle y admet donc une primitive

2 cos & si 2z €]0,1]
Osiz=0
elle n’est pas intégrable car non bornée.

La fonction = — admet donc une primitive sur [0,1] (a savoir G — F'), mais

(Remarque : elle n’est pas continue en 0, ni continue par morceaux sur [0, 1] car, en 0, il n’y a pas

de limite finie & droite)

e On rappelle aussi que pour f continue sur D, si F' est une primitive de f sur D, il est faux en

général que les primitives de f sur D sont les F + cte (car D n’est pas forcément un intervalle)

IT Tableau des primitives usuelles

Tableau donnant la valeur en x d’une primitive F' pour une fonction f continue sur un intervalle I :
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CHAPITRE 4. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT ET

DERIVATION III. INTEGRATION PAR PARTIES
f I F
xn—i—l
rz—z", meN R T — + cte
n+1
xfnJrl
x>z ", nx=2 R* ou R* T — + cte
—n+1
R* r — Inx + cte
x>zt * x — In|z| + cte
R* x — In(—x) + cte
xa-&-l
« *
r—z% aeR\{-1} | R% x'—>a+1+cte
T —e” R z — e + cte
T — COST R T — sinx + cte
T sinx R T — —CcosT + cte
xz—chz R x — shx + cte
z+—shx R x — chx + cte (4.8)
1
T R x — Arctanx + cte
1+ 22
1 x — Arcsinx + cte
T —— ] —1,1]
V1 —x? ou x — Arccos z + cte
1
—_—— R x — Argshx + cte
V14 a2 &
1 |1, +o0] x — Argchx + cte
€T —>
2 —1 ] — o0, —1] x — — Argch(—x) + cte
1 1
| —oo,—1[, ] = 1,1, J1,+0[ | z — —51n|1—x|+§1n|1—|—$|—|—cte
1
AR R ] =11 x — Argth x + cte
J1, 400[, | =00, —1[ x — Argcoth z + cte
x — tanx Iy =] = 5 + km, 5 + kn| x — —In|cosx| + cte

I1I Intégration par parties

Théoréme

Théoréme :

Soient a,b € R.

Soient f, g deux fonctions de classe C! sur le segment [a, b].

Alors § f(£)g'(t) dt = [f(t)g(t)]} — . f'(t)g(t) dt.

Démonstration :

t — f(t)g'(t) et t — f'(t)g(t) sont continues sur [a,b], donc déja les deux intégrales ont un sens.

De plus, une primitive de la fonction t — f'(t)g(t) + f(t)g’'(t) (continue) est t — f(¢)g(t). Donc

2 (f(0)g'(8) + f(t)g(t)) dt

= [f(t)g®)]"

D’ot le résultat par linéarité.
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III. INTEGRATION PAR PARTIES

CHAPITRE 4. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT ET

DERIVATION

Exemples pratiques

1

dit

1
1

J Arctantdt = [t Arctan t]é — J _T_ -
0 4 2

intégration par parties 0 1+ t2

f(t)=Arctant f'(t)= ﬁ

g'(t)=1 g(t)=t

Remarque :

Pour tout z € R, on a de méme :

T
1
L Arctantdt = x Arctanx — 3 In(1+ 2?%) + cﬁt;}

[1n(1+t2)](1) = %—%1n2

(4.9)

(4.10)

T
Or, z — J Arctant dt est une primitive de la fonction continue Arctan. Ainsi, une primitive de
0

1
Arctan est x — x Arctanx — 3 In(1 + 2?)

On trouve parfois (mais il faut éviter de 'utiliser) la notation :

1
JArctanxdx =z Arctanz — 3 In(1+ 2?%) + cte
(S —

intégrale indéfinie

Pour tout z € R* | {7 Intdt = [tint]y =7 dt =zlnz —z+1
A ftymint = 15

g (t)=1 g(t)=t
Ainsi, une primitive de In sur RY est z — zlnxz — 2.

Pour tout n € N (voire méme Z\{—1}) :

T tn+1 z T tn+1 1 1 llfn+1
f t"Intdt = Int —f —dt=—— (2" lnx — +  cte
1 n+1 1 1 n+1t n+1 n+1 —

1
(n+1)2

pour n = —1: {7 2tdt = [1n2t]f—8fm7tdt, dou §{ Btdt =L n*x

Pour tout z € R, n € N on note I,,(z) = { t"e' dt

Alors :
Inyi(x) = J t"Hletdt = [t"+1et]g —(n+1) f thetdt = 2" e” — (n+ 1)1, (x)
0 0
J r?sinzdr = [fxz cosx]g +J 2z cosx dz
0 0
et
J 2z cosxdz = [z sinz|g —f sinz dz = [cos ]
0 0
donc

T
J 22sinzdr =72 — 4
0

Formule de Taylor avec reste intégral

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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CHAPITRE 4. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT ET
DERIVATION IV. CHANGEMENT DE VARIABLE

Théoreme :
Soient a,be R, n e N.
Soit f de classe C! sur [a, b].

>

(b—a)?
2l

Pyt E D oy [(OD oy a1

a n

Démonstration (par récurrence sur n.) :
Pour n = 0 : le théoréme dit que pour f de classe C! sur [a, b] :
b
f(®) = f(a)+§, f'(t)dt. Ok
Soit n € N, supposons le théoréme vrai pour n.

Déja, f est de classe C"*!, donc :

—a)" b _ )"
F6) = fla) + (b —a)f'(a) -+ O >WWw+f§5—lfwmwwx (4.18)

n! o n!
R'Il
b
7(bit)n+1 n b —(b—t)"! r(n
Or, o = | — 5 /00| =0 dr
S f e ()

Ce qui acheve la récurrence.

Intérét de la formule : trés simple & démontrer par rapport aux autres.

IV Changement de variable

Le théoréme

Théoréme :
Soient a,b € R.
Soit ¢: [a,b] — R de classe C1.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant ¢([a,b]) (et & valeurs réelles)

Alors §, f((0)¢/(t) dt = §20) f(x) dw

On dit qu’on a fait le changement de variable

Démonstration :

e La fonction ¢t — f(p(t))¢'(t) est continue sur [a, b].

En effet, o est de classe C! sur [a,b], et f est continue sur I, contenant ¢([a, b]).
Donc f o ¢ est continue sur [a, b].

Enfin, ¢ est de classe C! sur [a,b], donc ¢’ est continue sur [a, b].

>

Donc, par produit, t — f(¢(t))¢’(t) est continue sur [a, b].

>
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CHAPITRE 4. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT ET
1V. CHANGEMENT DE VARIABLE DERIVATION

e La fonction f est continue sur I. Elle y admet donc une primitive F. Alors t — F(p(t)) est dérivable

sur [a;)b], de dérivée t — F'(p(t))¢(t), soit t — f(o(t))¢'(t)

e Ainsi, la fonction continue t — f(p(t))¢'(t) admet la primitive ¢ — F(¢(t)).
Done §, f((t))¢ (1) dt = [F(p(t))],

e Or, [F(p(t)]l = F(p(b) — F(¢(a) = [F(1)2) = §90) f(x) da.

(Puisque f est continue sur I, qui contient ¢(a) et ¢(b) et F' en est une primitive)

Exemples
[ ]
T 7\'2
2
f 2t sin(t?) dt = f sinzdz = [~ cosz]y =1— cos(n?) (4.19)
0 changement dze variable J
dr=st dt
]
J BIn(1+tHdt = *J Inzder=—[rlnz —z],’ = —(17In17 - 17 —-2In2+2) (4.20)
1 x:1+t4 4 2 4 4
de=4t® dt
[ ]
It I 1,"" 1
—dt = J wdu = | =u? =_-In’z (4.21)
1 t u=Int 0 2 0 2
du:% dt

1 0 z
J Vi-ed o = ff w/l—cosZQSinﬂdQ:JZ Vsin?0 sinfdo (4.22)
0 P z 0 ~——

a t:cos%
t=— Si2 +sin 6
pour =% ,t=0 pour 6€[0,%]

pour =0,t=1
(dans ce dernier, on va « de droite & gauche » , contrairement aux autres exemples.)
Ici, p: 6 — cosB (de classe C! sur R), f: ¢+ +/1—t2 (continue sur [—1,1])
Remarque :

On pouvait voir que Sé v/1 — t2 dt correspond aussi & i de l’aire du cercle trigonométrique...

s

F dg _F o _F (1+ tan? §)do 3 211 dt
0 2+C059_ 0 2_~_17tan2% N 0 3+tan2% t:t;n% 0 3+ 12

1+tan2 g dt=3(1+tan? £)do (4 23)
2 (1 at o0v3 (VB 243 '
= *J — = \FJ 5 = fArctan(l/\/g)
301+(L) u:t/\/g 3 0 1+U 3
V3 du=dt//3
Variante :
On peut faire aussi plutot le changement de variable
0 = 2Arctant (4.24)
(onacosezﬁ—i;pourt:QG:O, pourt=1,0=7)
340 12 dt
f 49 :f e (4.25)
o 2+cosf ), 2+ %
MPSI Mathématiques 8

Analyse



CHAPITRE 4. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT ET
DERIVATION IV. CHANGEMENT DE VARIABLE

Application aux fonctions paires, impaires, périodiques

Proposition :

Soit I un intervalle de R contenant 0 et symétrique par rapport a 0.
Soit f: I — R continue. Alors :
Si f est paire, alors Vo € 1,7 f(t)dt = — §° f(¢)dt (et §*_ f(t)dt =2 f(¢)dt)
Si f est impaire, alors Vo € I, {7 f(t)dt = §,° f(t)dt (et §*  f(t)dt =0)

Démonstration :

Pour tout x € I, on a :

SO—*"” f(t)dt = Sg —f(—u) du, et on obtient le résultat voulu dans les deux cas.
du=—dt

Proposition :
Soit f une fonction T-périodique sur R et continue. Alors :

1. Pour tout a,be R, SZ:? ft)dt = SZ f(t)dt

(L’intégrale de f est invariante par translation de vecteur T de I'intervalle d’intégration)
2. Pour tout a € R, SZ+T ft)ydt = SOT f(t)dt

(L’intégrale de f sur un segment d’amplitude T' ne dépend pas de ce segment)

Démonstration :

1. On fait le changement de variable u = ¢t + T (du = dt)

2. Relation de Chasles :

a+T 0 T a+T T
[ o] i (4.26)
a a 0 T 0
;_v__/
=5 f
Application :
f”* do _J“ 9 fm do _QJ” do B 41“ do
. 2+4cosf | _2+cosh - 24 cosf 7). 2+cosh 9 | o 2+ cosf
SN— car  —m ———
_¢r __do 2+ cosl
S_Tr 2Fcos 0 est pair
car 0 > t
2+ cosf o
2m-périodique
(4.27)
* a o de . -
Et: {§ 5790 = lima—r §; 57 car x — fo " est continue, (et méme dérivable)
Pour tout a € [0, 7 :
a tan o 9 % tan g ) t a
Jdie:zf i: \/gfd &zﬂArctan tany _,@77 (4.28)
o 2+ cosf 0 3+¢2 3 b 1+ u? 3 3 amm 3
37 de 443
Donc Sfﬂ 24cosf Tfﬂ-
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CHAPITRE 4. INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT ET
V. UN THEOREME DE LA MOYENNE DERIVATION

V Un théoréme de la moyenne

Théoreme :
Soit f: [a,b] — R, continue.
Alors il existe ¢ € [a, b] (et méme |a,b] si a # b) tel que :

§ f(t)dt = (b—a)f (o).

Démonstration :
C’est le théoreme des accroissements finis appliqué a une primitive de F' de la fonction continue f.
(Le théoréme est hors programme, il faut donc le redémontrer & chaque fois...)
Ainsi, la valeur moyenne de f sur [a, b] est une valeur atteinte (d’olt le nom du théoréme). Attention,

ce théoreéme ne se généralise pas aux fonctions a valeurs dans C!
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