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Chapitre 5 : Intégration sur un
segment de fonctions a valeurs dans

C

I Intégration des fonctions a valeurs dans C

Dans tout ce paragraphe, I désigne un intervalle infini de R, a et b deux réels, et on convient que si

a > b, la notation [a, b] désigne le segment [b, a].

A) Notations et rappels

Soit f: I — C une fonction (dite « complexe, d’une variable réelle »)

Soient Re f et Im f les parties réelles et imaginaires de f (c’est-a-dire les fonctions de I dans R
définies par : Vx € I, f(z) = Re(f(x)) + ¢ Im(f(x)))

On rappelle que f est continue sur [ si et seulement si Re f et Im f sont continues sur 1.

On notera de plus f et |f| les fonctions définies sur I par : Yz € I, f(z) = f(z) et Yz € I, |f|(z) =

|f(z)|. Bien entendu, si f est continue sur I, alors f et |f| le sont aussi.

B) Fonctions continues par morceaux sur un segment

Soit f: [a,b] — C. On dit que f est continue par morceaux sur [a,b] lorsqu’il existe une subdivision

o= (xg,1,...2,) de [a,b] telle que, pour tout i € [1,n] :

e f est continue sur |z;_1, ;|
e f a une limite (dans C) a droite en x;_1

e f a une limite (dans C) a gauche en z;

(C’est la définition analogue a celle qui concerne les fonctions & valeurs dans R)
On prouve immédiatement que, pour f: [a,b] — C :
f continue par morceaux <= Re f et Im f continues par morceaux.
Et donc, aisément :

Si f et g sont continues par morceaux sur [a,b], alors les fonctions f, |f| Af + pg (ot A, u € C) sont

aussi continues par morceaux.

MPSI Mathématiques 1 Ismaél Bouya
Analyse


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
https://www.immae.eu/cours/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr

I INTEAPATRIN: DES FEORATONS SURATRBRG MIENS ©E FONCTIONS A VALEURS DANS C

Définition

Définition :

Soit f: [a,b] — C, continue par morceaux. On peut définir :

b b b
Lf(t)dt d:éfLRe(f(t))dt—i—if Tm( /(1)) dt (5.1)

a

Remarque :
S’il se trouve que f est a valeurs réelles, on retrouve bien U'intégrale de f sur [a,b] au sens du chapitre

précédent.

Premiéres propriétés

En utilisant la définition et les propriétés des intégrales des fonctions réelles, on établit aisément les

propriétés suivantes :

1) Linéarité

Proposition :

Si f et g sont deux fonctions complexes continues par morceaux sur [a, b], alors pour tous A\, u € C :

b

b b
[ or+mp®ar=r[ foasn| g (5.2)

a a

Remarque :

La relation de définition du peut maintenant étre vue comme une conséquence de la linéarité.

2) Conjugaison

Proposition :

Si f: [a,b] — C est continue par morceaux : SZ f(t)dt = SZ f(t)dt

3) Chasles

Proposition :

Si f est une fonction complexe continue par morceaux sur un segment contenant a, b, ¢ :

Lbf(t) dt — J:f(t) dt + ff(t) at (5.3)
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CHAPITRE 5. INTEGRATION SUR UN BECHGENITIOEN HOBSCHDONS O NS AEVREHIADSSITANS C

4) Fonctions « presque partout égales »

Proposition :
Si f et g sont continues par morceaux sur [a, ] et si f et g ne difféerent que sur un nombre fini de points,
alors §° £(t)dt = {” g(t) dt.

Il en résulte, comme pour les fonctions a valeurs dans R, que le calcul de I'intégrale d’une fonction

continue par morceaux se ramene au calcul d’une somme d’intégrales de fonctions continues.

5) Majoration du module

Proposition :
Soit f: [a,b] — C, continue par morceaux.

o st <3 lr@at

Sia < b, alors

Démonstration :
Posons SZ f(t)dt = re® avec (r,0) e Ry x R (alors ‘SZ f(t) dt‘ =)
Alors :
. b b .
r= e“ej ft)ydt = f e P f(t)dt (5.4)
a a

Soient u et v les parties réelles et imaginaires de la fonction t — e~ % f (t).

b b
Alors  r = L u(t)dt +iL v(t) dt. Donc SZv(t) dt =0 et SZ u(t)dt = r.
eR — —
eR eR .
Or, pour tout t € [a,b], u(t) < |u(t) + iv(t)| = [e"® f(t)| = | f(¢)]

Donc r = SZ u(t) < SZ |f(t)]de.

Intégrale d’une fonction continue et primitives

Rappel :
Soit f: I — C. Alors f est dérivable si et seulement si Re f et Im f sont dérivables, et on a alors :
vz eI, f'(x) = (Re f)(z) + i(Im f)'(z)

Soit f: I — C, dérivable. Si Vz € I, f'(z) = 0, alors 3k € C,Vx € I, f(z) = k (évident puisque
/=0 < (Ref) =(Imf) =0, et I est un intervalle)

Soit f: I — C. Une primitive de f (sur I) est une fonction F': I — C, dérivable, telle que F’ = f.
Si f admet une primitive F', alors ’ensemble des primitives de f est 'ensembles des fonctions F' + k, k
décrivant C. (C’est un corollaire du point précédent)
Exemple :

Rappelons que pour z = u + v avec (u,v) € R?, on définit e* par :

e* = e"e™ = e“(cosv + isinv) (5.5)

Soit m € C, et soit f: R — C la fonction définie par : Vz € R, f(z) = e™*
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I INTEAPATRIN: DES FEORATONS SURATRBRG MIENS ©E FONCTIONS A VALEURS DANS C

Alors f est dérivable sur R et : Va € R, f/(z) = me™*
En effet, si on pose m = a + i3 avec («, 3) € R?, on a :
Vo e R, f(x) = e**(cos fx + isin fx).

Donc f est dérivable sur R et, pour tout z € R :

f'(z) = e**(acos Bz — Bsin fx) + ie®* (asin Bz + [ cos fx)

eaw(aeiﬁw + Biezﬁm) — me™

1
Il en résulte que si m € C*, la fonction z — —e™" est une primitive sur R de la fonction x — e™*
m

Théoréme :
Soit f: I — C, continue. Alors, pour tout a € I :

La fonction F:1 — C est dérivable, de dérivée f.

x — fo(t)dt

Conséquence :

Soit f: I — C, continue. Alors f admet des primitives sur I, et, de plus, pour chaque a € I, z —

J f(t)dt est 'unique primitive de f sur I qui prenne la valeur 0 en a.

Conséquence :
Soit f: [a,b] — C, continue, et soit F' une primitive de f sur [a,b]. Alors : S f@) F(b) — F(a)
(qu'on note [F(x)]2)

a

Démonstration (du théoréme) :
Avec les hypotheses du théoréme, notons f; = Re f et fo =1Im f.

Alors, pour tout = € I : §7 f(t)dt = §7 fi(t)dt + i§ f2(t)dt, et on sait que les fonctions z —
f fi®)dt et © — J f2(t) dt sont dérivables sur I, de dérivées respectives f1 et fo (puisque f1 et fa
sont continues), d’ou “le résultat.

Les conséquences du théoreme se démontrent exactement comme dans le cas réel.

Application a la recherche de primitives des fonctions réelles

Exemple :
Nous allons déterminer une primitive sur R de la fonction réelle x — €3% cos 2z. On peut le faire & partir
de deux intégrations par partie, mais on peut faire autrement :
Pour tout z € R, on a { €3 cos 2t dt = Re ({; e®T29* dt) (selon la définition du @
R ot T
Or, Sg e(B+20t gy — [76(;1;)1 = 3+21(e(3+2’)’” —-1)= —3I§’(e3”(cos 2z + isin2z) — 1)

Donc § €% cos 2t dt = %(3 cos 2z + 2sin 2z) — &
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CHAPITRE 5. INTEGRATION SUR UN BECHGENITIOEN HOBSCHDONS O NS AEVREHIADSSITANS C

Intégration par parties

Rappel :
Soient f,g: I — C

Si f et g sont continues, alors fg est continue.

Si f et g sont dérivables, alors fg est dérivable, de dérivée (fg) = f'g+ fq'.

Soit n € N. Une fonction f: I — C est dite de classe C™ (sur I) lorsqu’elle est n fois dérivable sur I
et lorsque sa dérivée n-ieme est continue sur I.

On établit aisément que f est de classe C™ si et seulement si Re f et Im f le sont.

De ces résultats, on tire immédiatement, comme dans le cas réel :

Théoréme :
Soient f,g: [a,b] — C.
Si f et g sont de classe C! sur [a, b] :

b b
J f'(0)g(t)dt = [f()g(t)]; —J f(t)g'(8) dt (5.7)

Conséquence (Formule de Taylor avec reste intégral (a I’ordre n — 1)) :

Si f: [a,b] — C est de classe C™ (n > 1) sur [a,b)] :

b) — b ! " ! (n—1) b(b ) (n) 5.8
F0) = @)+ (=) @)+ Tt @) o+ e 0 ) | b @ az (5.9)

(La démonstration est analogue a celle fait dans le cas réel : faire une récurrence)

Conséquence (Inégalité de Taylor-Lagrange (a ’ordre n — 1)) :
Si f est de classe C™ (n > 1) sur [a,b], et si M désigne un majorant du module de f™ sur [a,b] (il en

existe car une fonction complexe continue sur un segment de R est bornée), alors :

’ (b*a)z " (b*a)nil (n—1) |b*a|n
10 (5@ + o=@+ OGP @+ GO ) < B 6
Démonstration :
Selon le théoreme précédent, il suffit de montrer que :
b(h— g)n—t n b—al™
L ((n—)]_)lf( )(l‘)dl' < | ol | M (510)
e Sia<b,on a alors :
b (h— )1 bl(h—g)r!
f (m_)l)!ﬂ")(x) dz| < f ((n_)l)!f(”)(x) da (5.11)

bac)

b b—a)" !
[ @)] = I @) < MG

D’ou, selon les résultats concernant les intégrales de fonctions réelles :

5 MJQ)M[H] ooy
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II. INCE&RARBE. DR EGRATIONSERTIONEENES TADEGKINTTIEINBSADYASETRS DANS C

e Si b < a, on procede de méme en écrivant :

b (b — g)n1 .
wa( () da| =

)n 1

La %f(”)(m) dz (5.13)

~ ) (@)| = S £ ().

et que, pour tout x € [a, b],

Remarque importante (rappel) :
Pour n = 1, on obtient I'inégalité des accroissements finis, mais on rappelle que ’égalité des accroisse-
ments finis est fausse pour les fonctions a valeurs dans C :

Si f(x) = 2%+ iz sur [0, 1], il n’existe pas de ¢ €]0, 1] tel que f(1) — f(0) = (1—0)f'(c) car il faudrait

que 1+ 7 = 2¢ + 3ic?, ce qui est impossible.

Changement de variable

Théoreme :
Soit ¢: [a,b] — R de classe C*, et soit f' I — C, continue, avec ¢([a,b]) < I.
Alors § Flp()¢! (1) dt = 72 f(

so(a)

La démonstration est analogue a celle faite dans le cas ou f est a valeurs réelles, en utilisant bien

stir le fait que si F': I — C est une primitive de f sur I, alors F o ¢ est dérivable sur [a,b] et Vit €
[a,b], (F o) (t) = F'(p(t)) x ¢'(t) = f(t)) x ¢'(t)
Remarque importante pour finir

De méme que I'égalité des accroissements finis est fausse pour les fonctions a valeurs dans C, le
théoréme de la moyenne est faux aussi pour f a valeurs dans C. (méme exemple que pour I’égalité des

accroissements finis)

IT Intégration des fonctions rationnelles (a coefficients dans C)

Méthode générale

Rappel :
Soit F' € C(X), admettant des pdles complexes ay, as, . ..a, avec les multiplicités ni,ng,...n,. Alors F

se décompose en éléments simples dans C(X) sous la forme :

F = E+Zl<2 _a1)1> (5.14)

Ou E est un polynéme & coefficients dans C (qui est la partie entiére de F'), et ou les \; ; sont des
éléments de C.

Soit maintenant I un intervalle de R ne contenant aucun pdle de F. Pour trouver une primitive de
t— F(t) sur I, on est donc ramené a la recherche de primitives des fonctions polynéme et des fonctions

1
du type t —» ————, ot a € C,n € N*,

(t—a)”
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CHAPITREIL. INTHGRATION BER RONSFGONNE ATHGNINCI TIEANAACHFBURFE VAN HANS C)

e (Cas des fonctions polynomiales : évident

1
e Casdet— ——,oun=2:
(t—a)™
Soit I un intervalle de R ne contenant pas a.
1 -1 1
Alors la fonction ¢t — ———— admet sur I la primitive t —» ——————.
(t—a)” n—1@t—an!

(La vérification est immédiate en dérivant...)

1
e Casdet— — (Les logarithmes de complexes ne sont pas au programme !!)
—a

o Sia€R, on sait que t — ; admet sur | — o0, a et sur ]a, 4+o0[ la primitive t — In |t — a].

o Sia¢R, alorst— ; est défini sur R tout entier, et :

VteR, - = (th)i(?fa) = tgf;fﬂ) avec s = a + @ et p = aa.

Donc (s,p) € R? et s — 4p < 0.

. g 1(2t—s)+5-a
On a aussi : Vt e R, t?ingrp = 2(t2fs)t+’;‘) 2.
2t — s
Ainsi, une primitive de t > ————— sur R est t — In(t* — st + p).
t2—st+p
s_q

On doit donc maintenant trouver une primitive sur R de ¢ — —2———.

t2—st+p

On a, en mettant sous forme canonique : Vt e R, t2 — st +p = (t — %)2 +p—
De plus, on a p — % > 0. On introduit alors k € R% tel que E=p— %.

Ainsi, pour xg,z € R, on a :

1
@ dt @ dt @73 kdu 1 L(z—2)
_— = e — — - @@ - A t k 2
Lo 2 — St-l-p f (t _ %)2 + k2 ue1l t—5) J}c 5) k22 _|_k2 A [ rce anu]%(zo_g)

To 3 % (mo—
du7% dt
(5.15)
o o 1 1 s
Ainsi, une primitive de t » ————— sur Rest ¢t — — Arctan | —(t — =)
t2—st+p k k 2
Finalement, une primitive de t — ; sur R est :
1 9 s 1 t— %
t— 5 In(t* — st +p) + (5 - a) ——— Arctan | —== (5.16)
2 2
P -7

(Bien entendu, il vaut mieux retenir la méthode que la formule, surtout dans ce dernier cas...!)

Cas des fractions rationnelles a coefficients dans R

D’abord, bien siir, on sait faire, puisque c’est un cas particulier du @ : on décompose la fraction
rationnelle dans C et on intégre...

On peut quand méme remarquer que si F' € R(X), sa partie entiére est a coefficients réels, les
coefficients apparaissant dans les parties polaires relatives & des poles réels sont réels (voir le cours sur
les fractions rationnelles), et enfin les poles complexes non réels sont conjugués deux a deux, avec les

mémes multiplicités, et si la partie polaire relative & un pdle a € C\R est X’\ja + (Xiiza)z +---+ ﬁ,

alors celle relative a a est % + ()(’_\772&)2 44 ()(57%)71 (cela résulte du fait que pour tout ¢ € R non pdle

de F, F(t) = F(t), puisque F € R(X), et de 'unicité de la décomposition en éléments simples).
A A

Ainsi, lorsqu’il apparait un terme w>— (avec a € C\R et A € C), il apparaitra aussi +=—. Donc, au
lieu d’intégrer séparément ces deux termes, on peut plutét les regrouper :
A A A+ A)X — (@ + Aa aX +
+ = ( ) ( ) = P (5.17)

X—-a X-a X?’-(a+a)X+aa X?2-sX+p

MPSI Mathématiques 7
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II. INCE&RARBE. DR EGRATIONSERTIONEENES TADEGKINTTIEINBSADYASETRS DANS C

Ou a,8,s,peRet s> —4p < 0.

at + 3
t2—st+p ]
Cependant, regrouper les termes en X ja)” et x j‘a)n pour n = 2 avant d’intégrer n’a aucun intérét

Ensuite, on integre t — comme dans le cas complexe...

(on peut le faire apres)

Exemples

e Déja, il n’est pas toujours utile de décomposer systématiquement :

152 + 4¢ -1 1
+ = est t — —

U imitivedet —» ——MMM — N
He PHIRVE €6 0 5o 1 1) 6 (5¢° + 22+ 1)0

e Recherche d’une primitive de ¢ — 21w I=]—ow,—1[,]1,40[ou]—1,1]:
X 1=3 (qu - Xil)’ donc Vte I, 7ty = 3 (ﬁ - H%)
Ainsi imitive de t ! Testt 1(1 |t — 1| — In |t + 1]), soit aussi ¢ Ly 2t
insi, une primitive de t — —— sur T est ¢t — — (In|¢t — 1| —In soit aussi t — —In|——
) e PHIEY 21 2 ’ 2t 1
1
e Recherche d’un primitive de ¢ — o1 sur [ =] — o0, 1[ ou ]1,+0] :
Décomposition en éléments simples dans C(X) :
La partie entiere est nulle, et la décomposition est de la forme :
1 o a2 B B2 2! 72
= - - ~ + — + — + , (5.18)
(X3-1p2  (X-1) X-1 (X-j) K-j? X-j) X722

(En utilisant le fait que V¢ € R\{1}, ﬁ est égal & son conjugué et 'unicité de la décomposition
en éléments simples, on montre que a1,z € R,y = 1,72 = (2 mais on peut faire autrement dans
ce cas)

En remplacant X par jX, on obtient :

1 ay az B Ba N 72
= - + = + - -+ ~— + - = + -
(X3-1)2 jX-1 (X-1?2 jX-—j (GX-j5)? jX-j> (@(GFX-j5%)? (5.19)
_ n Joo n 7*B L+ JB2 n 7*m n J2
X—p2 (X-=j2? X-1 (X-1P2 X-j (X-j)?
Donc, par unicité de la décomposition en éléments simples :
= jlan, Y2 = jag, B =i’ = jau, B = jv2 = P (5.20)
Il nous reste donc a trouver aq, as
En multipliant (.18) par (X — 1)2, on obtient :
1
e = (X — 1 X -1)%G 5.21
(X2 + X +1)2 o )tz ) (5.21)
Ou G est une fraction rationnelle dont 1 n’est pas poéle.
En remplacant X par 1, on obtient ay = é
En dérivant formellement cette derniére égalité, on a alors :
—2(2X +1) 9 vt
—_— = 2(X - 1)G+ (X - 1)*G 5.22
S o AN NG+ (X - ) (5.22)
En prenant la valeur en 1, on a alors oy = —%.
Ainsi :
L =2 L H 7 + A | (5.23)
(X3-12  9\(X-1) (X-1?2 (X-j) X-j? X-52) (X-j*? '
MPSI Mathématiques 8
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CHAPITRE 5. INTEGRATION SRERININ BFC MERD NEIFONS EXINNE VAIHILES-PONS NOMES

. .2
En regroupant (ij et (X{ijg,), on obtient :

1 1 -2 N 1 N 2X +4 52 N j (5.24)
(X3-1)2 9\(X-1) (X-1)2 X2+X+1 (X-—j?2 (X-—j2)?2 '
On a:
2X +4 2X +1 3
= .2
X i X+1 X2+ X+1 X2 X1 (5.25)
1 _ 1
Et X24X+4+1 — (X+%)2+%
Or, pour tout xg,z € R, on a :
2 1
@ dt 2 (et g 2 2 (ot1
J GaveLs . *J ) 27u=*[ArctaM]fE ZZ)) (5.26)
wo (E+3)?+ 7 t41-6, V3 2 (zotd) W1 V3 5 \ots
dt=>L du

2 1
sur R est t — 2v/3 Arctan | — (¢ + = )
<\/§( 7

Donc une primitive de t — 3 X —————
24+t4+1
j* J

-2 " -

.2 .
—t+1
Ry (A — , soit aussi ¢ — — L .
t—j t—j? 24+t+1

1
Ainsi, une primitive sur I de t —» —————— est la fonction :

(=17

1 1
te g <_21n|t— 1] - 1 +In(t? +1+1) +2\/§Arctan(

sur R est :

D’autre part, une primitive de ¢ —

2 1 t—1
ﬁ(t + 2)) + t2+t+1) (5.27)

I1I Primitives des fonctions ¢ — e™P(t) o a € C* et P e C[X]

Soit a € C*, P € C[X], et soit f: R — C définie par Vt € R, f(t) = e**P(t). f est continue sur R;
cherchons une primitive de f.
Etude :
Soit @ € C[X], quelconque, et soit g: R — C définie par Vt € R, g(t) = e**Q(t).

Alors g est dérivable, et Vt € R, ¢'(t) = e*(aQ(t) + Q'(t)).

On a donc les équivalences :

= f < ViR aQ(t) + Q1) = P()
= aQ+Q =P

(5.28)

(La deuxiéme équivalence se justifie par le fait que deux polyndmes qui coincident sur une infinité de
valeurs sont égaux)

Un peu d’algebre : Soit n € N tel que deg(P) <n

Soit ¢: Cp[X] — C,[X]

Q — aQ+Q
(la définition a bien un sens car si Q € C,[X], alors aQ + Q' € C,[X])

Alors ¢ est linéaire (vérification immédiate), et comme « # 0, on remarque que :

VQ € C,[X], deg(p(Q)) = deg(Q) (5.29)

Ainsi, ¢ est injective (puisque p(Q) =0 = deg(p(Q)) = —0 =deg(Q) = Q =0)
Comme ¢ est un endomorphisme en dimension finie, ¢ est bijective.

Ainsi, il existe un unique @ € C,,[X] tel que a@ + Q' = P, et on a méme deg P < deg @

MPSI Mathématiques 9
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IV. CONMRIHMENT IRFEERATIANGUREUN SEGMENT DE FONCTIONS A VALEURS DANS C

Conclusion :
Les primitives de ¢ — e** P(t) sur R sont les t —> e**Q(t) + cte, o1 @ est un certain polynéme de méme
degré que P (on lobtient par identification)

Ce résultat est faux pour a = 0 (en particulier parce que @ est de méme degré que P)

Intérét On peut ainsi obtenir les primitives des fonctions réelles de la forme :
t > e P(t) cos(wt) et t — e P(t)sin(wt) (ot o, w € R, et P € R[X]).
Exemple :
Recherche de primitives de fy: ¢+ e’ (t? + 1) cos(2t) et fo: t +— e’ (t* + 1) sin(2t)
Soit f = f1 + ifa. Alors Vt € R, f(t) = e 2D(¢2 - 1), et si F est une primitive de f, alors Re F est
une primitive de f; et Im F' une primitive de fs.
On cherche F sous la forme F(t) = e 420t (at? + Bt + v)
Alors Vt e R, F'(t) = (120t ((1 4 24) (at? + Bt + ) + (2ot + B))

Donc

F'=f < al+2i))=1et f(1+2i)+2a=0ety(1+29)+8=1

9 1 (5.30)
IR TR e T A e E S
D’ou, apres calculs, on obtient qu’une primitive de f est F' donnée par :
1 .
Vte R, F(t) = ——e 2! (25(1 — 20)t2 4 10(3 + 44)t + (3 — 46%)) (5.31)

125
Ainsi :

1
= ﬁet (25t + 30t + 3) cos(2t) — (—50t* + 40t — 46) sin(2t)) (5.32)

1
= J52¢" ((25¢° 430t +3)sin(26) + (=501 + 40t —46) cos(26))  (5.33)

Vi e R, f1(t) = Re(F(t))

vt e R, fo(t) = Im(F(t))

IV Complément : regle de Bioche

On cherche Iintégrale d’une fraction rationnelle F' en cos 6 et sin 6

b
J F(cosb,sinf)do (5.34)

a

e Si F(cosf,sinf)df (attention au dé!) est inchangé par § — —0, faire le changement de variable

u = cos f peut étre utile pour calculer 'intégrale.
e Si c’est inchangé par 6 — 7w — 6, faire le changement de variable u = sin

e Si c’est inchangé par 6 — mw + 0, faire le changement de variable u = tan 6
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