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Chapitre 14 : Eléments de calcul
différentiel

e On va s’attacher ici au cas des fonctions définies sur un ouvert 2 de R? et a valeurs dans R. (On

peut adapter les résultats a d’autres cas si nécessaire)

Les éléments de R? seront vus parfois comme points ( A = (a,b) € R?) ou d’autres fois comme

vecteurs ( @ = (h, k) € R?)

| || désigne une norme quelconque sur R2.

Visualisation :

Si f: Q — R , on peut visualiser la situation en se représentant l’ensemble S des

(@,y) — flz.y)
(z,y, f(z,y)), (x,y) € Q, qui est une surface de R3 : c’est la nappe d’équation z = f(z,y), (z,y) € Q.

z
A" = (a,b, f(a,b))
f(a,b)
b
Yy
Q
y A= (a,b) e

S est a f ce qu'une courbe est a une fonction d’une variable dans R.

I Dérivées partielles

Dérivées (éventuelles) partielles premiéres par rapport a chaque variable

Soit f: Q@ — R, soit A = (a,b) € Q.

Onpose Q41 ={xeR,(z,0) eV}, et ©a1: Qa1 — R
v o (@)
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I. DERIVEES PARTIELLES CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL

Si 4,1 est dérivable en a, on dit que f admet une dérivée partielle premiére en A par rapport a la

premiére variable, qui n’est autre que ¢, ;(a), qu'on note :

(4) Dy (f)(A)
of ou encore .
ﬁ(aa b) Dl(f)(aab)
De méme, sous réserve d’existence :
g@) ] D)
%(aa b) DQ(f)(a7b)
est définie sur Q402 = {y € R, (a,y) € Q}.

est la dérivée en b de lapplication @4 2: y — f(a,y), laquelle application

Remarque :
Q étant un ouvert de R?, Q4,1 et €242 sont des ouverts de R.
Ainsi, 241 est un voisinage de a, 24 2 un voisinage de b.
La notion de dérivabilité ne dépendant que de ¢ 4,1 (ou p4,2) au voisinage de a (ou de b), la notion
de dérivée partielle de f en A est elle aussi locale.
Exemple :

f: R* — R (14.1)
(z,y) — 2®+ay+y

Alors f admet des dérivées partielles par rapport & z et y en tout point (zg,%0) de R?, et :

0
%(xo,yo) = 2z + Yo (14.2)
0
Ki(xo,yo) =xo+1 (14.3)
f: R? — R (14.4)
vy . | dEn 00
’ 0 si(zy)=1(0,0)

Soit (zg,y0) € R\ {(0,0)}. Alors, comme R?\ {(0,0)} est un ouvert (complémentaire d’un singleton),
c’est un voisinage de (xg,yp). L’étude des dérivées partielles de f en (xg,yo) ne dépend que de f
sur ce voisinage, et sur ce voisinage on a f(z,y) = wfif?ﬂ

D’ou on tire 'existence des dérivées partielles premieres, et :

of Yo(23 + v3) — zoyo(2z0) v — yoxd

== (20, 90) = = 145
B (700 40) CESTE CET L (145)
of 3:8 — xgyg

(20, 90) = 0 14.6
o ) T G (19

Etude en (0,0) :
L’application partielle x — f(x,0) est nulle, donc dérivable et de dérivée nulle en 0. Donc %(0, 0)

existe et vaut 0.
A 0
De méme, %(070) =0.

Attention, f n’est pas pour autant continue en (0,0).

Définitions

Soit f: Q — R.
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CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL I. DERIVEES PARTIELLES

o Si %(ﬂmy) et %(;&y) sont définies en tout (z,y) € £, on note :
a—f: Q — R et a—f: Q — R
ox of oy of
(z,y) — %(x’y) (x,y) +— a—y(m,y)

e Si % et % sont définies et continues sur €2, on dit que f est de classe C'.

Dérivées partielles premieres selon un vecteur

Soit f: Q — R.
Soit @ = (h, k) € R2\ {(0,0)}.

Y

0 les A+ tu

bz

Soit AeQ,et D={teR,A+tie}.

Si la fonction ¢¥: D — R est dérivable en 0, on dit que f admet une dérivée partielle
t — f(A+1tu)
premiére en A selon le vecteur @ qui n’est autre que ¢'(0). On la note D 4 z(f).

Remarque :

e Ici encore, la notion est locale...

e L’éventuelle dérivée partielle premiere en A selon i= (1,0) correspond & 1’éventuelle dérivée par-

tielle premiere en A selon la premiere variable.

Ainsi, sous réserve d’existence : D, (f) = D1(f)(4) = I (A)

ox

Et de méme D, 5(f)(A) = D2(f)(A) = %(A)

En effet, sous réserve d’existence, S; (A) est la dérivée en a de x — f(,b) et D, 7(f)(A) la dérivée

en 0det— f((a,b) +¢(1,0)) = f(a+1,b).

Exemple :

0 si (z,y) = (0,0)

fla,y) = (14.7)
71,7 Sinon

Existe-t-il une dérivée partielle premiere en (0, 0) selon le vecteur @ = (1,1)?

121 g
. =5 sit#0 . .
f(O +tu) = f(t,t) = , donc f n’est pas dérivable selon .
0 sinon
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II. DEVELOPPEMENT LIMITE A L'QRIAPETRPOUR EINAVIRNYSTIAN DECTIIABSFRERENTIEL

IT Développement limité a ’ordre 1 pour une fonction de classe

Cl

Le théoréme

Théoréme :
Soit f: Q@ — R de classe C'. Soit A = (a,b) € Q.

Alors il existe une fonction &, définie sur ’ensemble V' = {11' eR?A+1ie Q} telle que € tend vers 0
en (0,0) et pour tout eV, f(A+u) = f(A) + h%(A) + k%(A) + ||@]e(@), on on a noté @ = (h, k).
Cette expression s’appelle le DL de f a 'ordre 1 en A.

Ou encore : Y(h,k) € V,f(a + h,b+ k) = f(a,b) + hg—i(a, b) + kg—g(a,b) + [|(h, k)|le(h, k) on
limp, k) (0,0) €(h, k) = 0.

Démonstration (hors programme) :
(f(A +il) — f(A) = hZL(A) - k%(A)) si i # 0, et e(if) = 0 sinon.

Alors ¢ vérifie bien P'expression ; reste & montrer que € tend vers 0 en (0, 0).

On pose, pour tout 4 € V, () =1

Comme (Q est ouvert, il existe g > 0 tel que By (A, 1) < €, ol on a noté By (, ) une boule ouverte
pour | . Posons W = {@ € R?, A+ @ € By(A, p)}. (Alors déja W < V)

Alors pour tout @ = (h, k) de W et tout (¢,6) € [0,1] x [0,1], A+ (th,0k) € By (A, p).

En effet, soit @ = (h, k) € W, et soit (¢,60) € [0,1] x [0, 1].

Alors ||(th, 0k)| o = max(|th], |0k]) = max(t|h|, 0]k|) < max(|h|,|k]) = |-

Or, ii € W. Donc, si on note B = A+ i, on a |AB|s < . Donc |(th, 0k)|» < |AB| < p.

Donc A + (th,0k) € By (A, ).

Maintenant :

Soit @ e W, on note @ = (h, k) :
fla+h,b+k)— f(a,b) = fla+h,b+k)— fla+h,b) + f(a+h,b) — f(a,b) (14.8)

((a + h,b) est bien dans 2, comme on vient de le voir, avec (¢,6) = (1,0))

On note ¢: y — f(a+ h,y) (donc v est une fonction réelle d’une variable réelle, c’est la deuxiéme
application partielle associée & f en (a + h,b+ k)), définie et dérivable sur [b, b+ k].

Selon le théoréme des accroissements finis appliqué & ¢ entre b et b + k, il existe 8 €]0, 1] tel que

(b4 k) —(b) = ki)' (b+ 0k), c’est-a-dire :

fla+hb+k) — f(a+h,b) :k%(a+h,b+0k) (14.9)

De méme, il existe ¢ €]0, 1] tel que f(a + h,b) — f(a,b) = h<L(a + th,b)

C

Donc :

Vi e W,3(t,0) €0, 17, fa+ b b+ k) — f(a,b) = k%(a +h b+ Ok) + h%{;(a k) (14.10)

Or, k/’%(a—i— h,b+0k) = k(%(a, b) +a(h, k)) ot lim(g gy = 0 car % est continue en (0,0), et de méme,
hel(a+ th,b) = h(ZL(a,b) + B(h, k)) ot lim ) B = 0.
Donc f(a+h,b+k) = f(a,b) + k&L (a,b) + hil(a,b) + hB(h, k) + ka(h, k)
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CHAPITHE 1RE¥EEGIRNTSENTIAMITE DIFPREANTIHIOUR UNE FONCTION DE CLASSE C!

Et pour tout @ = (h, k) € W\ {(0,0)} :
hB(h, k) + ka(h, k) h k

e(h, k) = = B(h, k) + a(h, k) 0 (14.11)
(R K)o max(|hl, |k[) max(|hl, |k[) (0,0)
—_— —_—
e[—1,1] e[—1,1]
Donc € tend vers 0 en (0,0), d’ou le résultat.
Conséquences
1. ‘ Si f est de classe C! sur €, alors elle est continue sur €. ‘
En effet, pour tout A = (a,b) € Q, on a :
of of

V(h,k) eV, f(a+ h,b+ k)= f(a,b) + h%(a7 b) + ka—y(a,b) + |[(h, k) |e(h, k) (14.12)

-0

Donc f(a+ h,b+ k)

00 f(a,b), donc f est continue en A.

2. |Si f est de classe C!, alors pour tout @ € R\ {(0,0)} et tout A € Q, D4 z(f) est définie, et I’application

A — Dy z(f) est continue.

En effet :

Si f est de classe C!, alors, pour tout A = (a,b) € Q, on a :

Y(h, k) €V, fla+h,b+k) = fa,b) + hg—i(a, b) + k%(a, b) + |[(h, k)|e(h, k) (14.13)

Soit alors @ = (a, 8) € R%\ {(0,0)}.
Alors, pour tout ¢t € R tel que A + tu € €, c’est-a-dire tel que tie V, on a :

FA+ 1) = F(A) +taL () + tﬁ%

o (A) + |t||u]e(tw) (14.14)

Donc t > f(A + tii) est dérivable en 0, de dérivée a3 (A) + B5L(A)

: @)— LIy
(puisque Mﬂtfw = ag(x‘l) + ﬁ%(A) + %HUHS(W»
N —

—0

Divers

Soit f de classe C! sur €.

On vient de voir que pour tout @ € R?\ {(0,0)} et tout A € Q, D4 z(f) existe et vaut a%(A)—i—B%(A)
lorsque @ = («, 8).

Pour A fixé dans €, 'application R? — R est une forme linéaire sur

i=(a8) — o+

R?, on la note df,, différentielle de f en A. Ainsi, dfs € Z(R?,R)

On introduit alors le vecteur 7 € R? tel que cette forme linéaire soit @ — @ - 7 (pour R? muni de sa
structure euclidienne naturelle)

Ce vecteur est appelé ﬁi 4f, gradient de f en A.

Ainsi : Vi = (h, k) € R, dfa(@i) = h3L(A) + kEL(A) = Daa(f) = (grad4f) - @

Done grad o f = (2 (4), Z£(4)).
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III. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS PHREASSHLEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL

On note dfs = —(A) dz + % wf S (A)dy.

C’est-a-dire que dz et dy sont les formes linéaires R? — R et R? — R.
(h,k) — h (h,k) — k
On peut considérer Papplication Q@ — Z(R%R) .
A — dfa
Cette application est notée df, et s’appelle la diﬁérentielle de f

Ainsi, df € Z (9, Z(R?,R)), et on peut noter df = dx —|— dy

Récapitulatif df = & dz+ & dy e #(, Z(R? R)), différentielle de f.
dfa = 5L(A)dz + L (A) dy e £(R? R), différentielle de f en A.

of of

dfa(a) = 6x(A)h+ a—y( ke R (14.15)
Le DL a l'ordre 1 en A s’écrit alors :
f(A+0) = f(A)+ dfa(a) +|udle(a) ou &(1) W 0 (14.16)

(graiiAf)-zz

Ainsi, dfa(@) est une approximation linéaire de la différence f(A + @) — f(A)

I1I Opérations sur les fonctions de classe C!

Sommes, produits...

Proposition :
Soient f,g: Q — R de classe C'. Soit A € R.
Alors les fonctions AL+ g7 fg sont de classe C! sur €, et : 00‘” = )\gi, a(Hg) ai + g—g et

&l
42 = p32-+ o8 Taom poue £,

Démonstration :
Immédiat
Par exemple, pour fg :
= (%0, %0)
(Io,yo)

. . x'—’f(xviUO) so. soe g
Soit (x0,y0) € . Les fonctions sont dérivables en xq, de dérivées

z = g(z,y0)
x— f(z,y0) x g(x,yo) est dérivable en xg, et sa dérivée en xq est :

“Q H‘E:

. Donc

0) D D

f(zo,y0) X %($o7yo) + 9(xo,y0) x %(a@o,yo) (14.17)

a(fg9) f

ox

Donc ¢ (fg) est définie en tout point (zg,yp) de £, et

Or, f , (77-7 g et gz sont continues, donc (f 9 est continue sur €.

De méme pour (a];g), donc fg est de classe cl.

Proposition :
Soit f: 2 — R de classe C!.

Soit D un ouvert non vide de R.
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CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCIL [MPERRENINBISUR LES FONCTIONS DE CLASSE C!

Soient u, v deux fonctions de D dans R de classe C!.
On suppose que Yt € D, (u(t),v(t)) € Q.

Alors la fonction F: D — R est de classe C!, et :

t— f(u(t), ()

of of

Vte D, F'(t) = u/(t) o (u(t),v(t)) + v'(t)a—y(u(t),v(t)) (14.18)

Démonstration :

Soit tg € D. On étudie w pour h # 0 tel que tg+h e D. On a :
F(to+h) — F(to) = f(u(to + h),v(to + h)) — f(u(to), v(to))

= (ulto + ) ~ ult)) Z (uto), v(to))

H
+ (0t + 1) = o(t0)) F (uto). v(t0) + I(EOJ(H ) 0 tim (i) =0
K

= (1) + hax() 2 (utto), (t0)) + (1 ()

180 2 (ulto) o(t0)) + (1. K)o, )
(14.19)

Ot a, 8 —— 0.
Donec :
Pl 22 = PU0) () + a0 Z ). o(00) + (' (10) + 5000 E ). o(20)
0y ) + ah). v (t0) + B0 | (8. ) (14.20)
—(u'(to),v’(to))
bc:;né

Et e(H,K) Y 0

car H = u(to+h) —u(to) T 0, K =v(to+h)—v(to) T 0 et d’apres le théoréme de composition
de limites.

Donc F est dérivable en tg, et on a bien la formule voulue, qui montre en plus que F’ est continue

(car u, v, u', V', % et % le sont...), donc que F est de classe C*.

Proposition :
Soit U un ouvert de R2.
Soient u, v deux fonctions de U dans R, de classe C*.

Soit  f: Q — R de classe C'.
(X,Y) — f(X)Y

On suppose que V(z,y) € U, (u(z,y),v(z,y)) € .

On peut donc considérer F': U — R

(xy) — flu(z,y),v(z,y))
Alors F est de classe C! sur U, et, pour tout (z,y) € U :

o M e) x (e ) (@) + o (y) % Se(u(ey)o(ey)  (421)

De méme, & = 24(z,y) x Z&(u(x,y),v(z,y)) + L (2, y) x F(ul@,y), v(z,y))-
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IV. GENERALISATIONS CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL

Démonstration :
Soit (zo,yo0) € D. Alors & — F(x,yo), c’est-a-dire  — f(u(z,y0),v(x,yo)), est du type traité dans la
proposition précédente.

Cette fonction est donc dérivable en zq, de dérivée :

ou of

%(an yO)aiX(u(xov y0)7 ,U(x()a yO)) + %(xm yo)%(u(xo, yO)’ ’U((E(), yO)) (1422)

D’ou la premiere formule, et de méme la deuxiéme et ainsi la classe de F.

Exemple (Gradient en coordonnées polaires) :

.

Vi

@ i

On peut introduire la fonction f: R? — R telle que pour tout (z,y) € R?, f(z,y) est la valeur (en
Volt) du potentiel au point M de coordonnées cartésiennes (x,y).

On peut aussi introduire F: R? — R telle que pour tout (p,6) € R?, F(p,#) est la valeur (en Volts)
du potentiel au point M de coordonnées polaires (p, 6).

Ainsi, pour tout (p,0) € R%, F(p,0) = f(pcosf, psinf).

On a grady, V = & (2,9)i + &L (z,9)] ot M(x,y).

On a, pour tout (p,f) € R? :

oF B of . . Of .
a—p(p, 0) = cos@ax (pcosb, psinf) + smé)ay (pcosb, psinB) (14.23a)
oF B ., 0f . of .
@(p, 0) = —psin Qa(pcos 0, psinf) + pcos 06—y(pcos 0, psinf) (14.23b)
Donc :
of ) oF . OF .
pa—(pcos 0, psinf) = pcosf—(p,0) — sm@%(p, 0) (pcos@ ([14.234) — sin 9 ([14.23h))  (14.24)
x op
Et

pg—f(pcos 0, psinf) = psinﬁg—F(p, 0) + cos Gg—g(p, 0) (psinf () —cosf ()) (14.25)
Y P

Pour M # O, de coordonnées polaires (p,0) :

— F ind OF - F F -
gy, V = cos 0L (p.0) — S0 0E o) 74 [sinoZE (o, o) + <200, 9] 7
op 00 op 00
. LoF (14.26)
= (Tpm 0)u(0) + ;%(/L 0)v(0)
Avec @(0) = cos 07 + sin 0], 7(0) = @(% — 0).
IV Généralisations
f:QcR?>R
On a vu le cas des
f:DcR—-R
MPSI Mathématiques 8
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CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL IV. GENERALISATIONS

On peut aisément adapter au cas f: @ < R® — R, et méme plus généralement & f: Q < R? — R.

Onavuaussilecasdes f: DcR — R" , Ol « tout va bien » composantes

t— (u(®), f2(t) - fu())

par composantes (sauf pour le théoréme des accroissements finis, et donc la démonstration du théoréme

pour les développements limités — qui est quand méme vrai, mais admis pour l'instant)

On peut donc parler des fonctions f: 2 < R? — R" ol « tout va bien » sur les composantes de

Parrivée.

Cas particulier :

Champ de vecteurs sur R3 :

C’est une fonction F': 0 — R ot © est un ouvert de R3
(J;? y’ Z) —_ (X(x7y7 Z)7Y(x7 y’ Z)’Z(x7 y’ Z))

F est de classe C! si et seulement si X, Y, Z le sont, et :

oF 0X oYy oz
(’/3750(;(;’ Y, Z) - <ax($7 Y, Z)7 67(3% Y, Z), 7(:57 Y, Z)) (1427)

T ox

On a alors le théoréme : Toute composée bien définie de fonctions de classes C! est de classe C!, et

formules a adapter...

Exemple :

Si G(r,0,z) = F(rcosf,rsinf, z), alors :

%(r, 0, z) = cos 92—5(7’ cosf,rsind, z) + Sinﬂ%};(r cosf,rsinf, z) + 0 x g—};(r cosf,rsind, z)

.

%(Tuauz) = —rsin 9%(7“ cosf,rsinf, z) + r cos Gg—j(r cosf,rsinb, z) (14.28)
0G F .

5(7“7972) = E(TCOS@,T‘SIH@,Z)

De méme, si H(r,0,¢) = F(rsinf cos @, rsin 0 sin ¢, r cosf) :

o0H

or

oF
(r,0, ) = sinf cos YA (rsin € cos o, r sin @ sin @, 1 cos )
T
o OF .
+ sin 6 sin . (rsin @ cos p, rsin 6 sin @, r cos §)
Y

oF
+ cos 08— (rsin 6 cos o, rsin 0 sin ¢, r cos )
z

0H

00

F
(r,0,) = rcosbcos gp%(r sin @ cos @, r sin 0 sin p, r cos )
x

o (14.29)
+ rcosfsin goa—(r sin 6 cos p, r sin 0 sin p, r cos 0)
Y

oF
— rsin 98—(7" sin 6 cos ¢, rsin 0 sin , r cos 6)
2

0H oF

—(r,0,p) = —rsindsin p—(rsin d cos ¢, r sin O sin ¢, r cos )
oy ox

+ 7 sin 6 cos p—(rsin 6 cos o, r sin O sin @, r cos 6)

dy
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V. DERIVEES PARTIELLES D’ORDREHARIERIEVR ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL

V Dérivées partielles d’ordre supérieur

Définition :
Soit f: Q — R. Soit (zg,yo0) € Q2.

e Si % est définie au voisinage de (xg,yo), et si % est dérivable par rapport & x (1°*¢ variable) en
of

ce point, la dérivée a(;; (z0,yo) est notée {:T’;Q(xo,yo).

el

. ; - >f — 9%
e De méme, sous réserve d’existence, W(xo,yo) =4 (z0,y0),

Q
.y

~2 aﬁ
o Bt %(Zo,yo) = (20, Yo)
2 ag
o Lt %(%,yo) = 2. (20, 90)-

Généralisation récurrente Soit p > 2.
Sous réserve d’existence, les dérivées p-iemes de f en (xg,yo) sont les deux dérivées premieres de
chacune des dérivées (p — 1)-iémes de f en (xq,yo)-
Définition :
Soit f: Q — R. Si les quatre dérivées partielles secondes de f sont définies et continues sur €2, on dit
que f est de classe C2.
Plus généralement, si les 2¢ dérivées partielles d’ordre k sont définies et continues sur €, on dit que f

est de classe CF.

Proposition :

Pour k > 1, si f est de classe C¥, alors f est de classe C*~1 (o1 C signifie « f est continue »)

En effet : Si f est de classe C¥, alors les dérivées partielles (k — 1)-iémes de f ont leurs dérivées partielles
premiéres continues (puisque ce sont les dérivées partielles k-iémes de f), et sont donc de classe Ct. Donc

ces dérivées partielles (k — 1)-iémes sont continues, donc f est de classe C*~1.

Théoréme (Théoréme de Schwarz — admis) :
e Si f est de classe C? sur (2, alors (ﬁﬁ;(fé’y) = (65)2({31)'

e Plus généralement, si f est de classe C* sur €, alors les dérivées partielles d’ordre k ne dépendent

que du nombre de dérivations par rapport a chaque variable.

On peut élargir aisément les définitions aux fonctions de 2, ouvert de RP, dans R", ou le théoréeme
de Schwarz reste encore vrai.

Et de plus les opérations sur les fonctions de classe C* sont toujours valables...

Remarque :
On n’a besoin que de la composition :
Par exemple, si f et g sont deux fonctions de R? dans R de classe C!, on a :

F: R?> — R? estdeclasseCl,et S: R? — R est de classe C!, donc

(z,y) — (f(z,9),9(z,y)) (u,v) — u+tw
SoF estdeclasse Cl,etona SoF = f +g.
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CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL VI. EXTREMUMS

V1 Extremums

Théoréme :
Soit f: Q@ — R, out Q est un ouvert de R?, de classe C!. Soit A = (a,b) € .
Si f présente un extremum (local) en A, alors %(A) = %(A) =0.

La réciproque reste ici encore fausse (exemple : configuration en col, ou (z,y) — zy)

Démonstration :
Supposons que f présente un maximum local en A. Il existe alors un voisinage V' de A contenu dans €2
(prendre au pire QN V) telqueV_M eV, f(M) < f(A).

~—— — = ==

(z,y) f(z,y) f(ab)
On introduit € > 0 tel que Ja —e,a + e[x|b—¢e,b+¢e[c V.
Alors z — f(x,b) présente un maximum local en a, et est dérivable sur |a — ¢, a + ¢[. La dérivée de
cette fonction est donc nulle en a, c’est-a-dire %(a, b) = 0.

Et, de méme, %(a,b) =0.

VII Notion de plan tangent & une surface d’équation z = f(z,y)

My

b
Yy
Q
a 0
x
Soit f: Q — R de classe C!, notons S la surface d’équation z = f(z,y).
Soit A = (a,b) € Q, My = (a,b, f(a,b)) € S.
On sait que, pour tout (z,y) € 2, on a :
of of
fl@,y) = f(a,b) + (z —a)>-(a,b) + (y - b)a*y(a, b)+|(z —a,y —b)|e(z —a,y —b) (14.30)
ou e m) 0.
Par définition, le plan tangent en My a S est le plan d’équation :
of of
_ N ) Y 14.31
2= () + =) 5@ h) + (1= H) 5 (@D (14.31)
MPSI Mathématiques 11
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VIII. COURBES DE R?. CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL

C’est le plan qui approxime le mieux la surface au voisinage du point considéré.
Considérons les deux courbes C; et Co tracées sur S de la maniére suivante : Cy = {(z,b, f(z,b)),z € Q41}
et Co = {(a,y, f(a,y)),y € L2}
OuQui={zeR,(z,0) e Q} et Quo={yeR, (a,y)e R}
=1

C est naturellement paramétrée par M| y=1b

z = f(t,b)
Vitesse : ¥1(t)| y=0 . Et, au point considéré, ¥1(a)| y =0
i )
120 2= 5(a,h)

z=0

De méme, sur Cy, 02(b)| y=1
)
z= %(m b)

Alors (¥1(a),T2(b)) forme une base de la direction du plan tangent en My, c’est-a-dire du plan

vectoriel d’équation z = x%(a, b) + y%(m b).

VIII Courbes de RZ2.

On se place ici dans le repére canonique de R2.

Diverses situations

e En coordonnées cartésiennes :
la. y = f(z) (résolue en y)
2a. x = f(y) (résolue en x)

3a. F(z,y) =0 ot F: Q c R? - R (non résolue)

= p(t
4a. Paramétrique : r=lt) ,te...
y=1()
e En coordonnées polaires :
Ib. p= f(0)
2b. 0= f(p)
3b. F(p,0) =0
=7t
4b. Paramétrique : p=rt) ,
0= alt)

e Passage d’une situation a une autre :
o Passage de la. a 3a. / 2a. & 3a. : évident. (idem avec b)
o Passage de la. a 4a. / 2a. a 4a. : évident. (idem avec b)
x = r(t) cos(a(t))

y = r(t)sin(a(t))

o Pour le passage de 3a. a la. ou 2a., on n’a pas de méthode systématique, mais on a un

© Passage de 4b. a 4a. :

théoreme.
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CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL VIII. COURBES DE R2.

Théoreme des fonctions implicites

Théoréme (admis) :
Soit © un ouvert de R2.
Soit F: Q) — R, de classe C*.
On suppose qu’il existe (g, yo) € §2 tel que F(xg,yo) = 0.

Si 2 (0, y0) # 0, alors équation F(z,y) = 0 définit localement y comme fonction de x, c¢’est-a-dire

Jy
qu’il existe a > 0 tel que pour tout = €]zy — o, ko + af, il existe un unique y €lyo — o, yo + «f tel que
F(z,y)=0.
Et de plus, si on note ¢: Jzg— o, 20+ — R , alors ¢ est de classe C! au

I'unique y€lyo—a,yo+a
Z tel que F(z,y)=0
25 (@o,y0)
2L (zo,y0)°

On adapte le théoréme pour %—I;(mo, yo) # 0

voisinage de xq, et ¢'(xg) = —

Visualisation
Courbe C': F(z,y) =0

B : carré Jxg — o, 2o + a[x]yo — o, yo + af

of _
oy =0
car extremum

EF
car extremum

2E (z0,90) |
i
%(wo’yo)

On a, pour tout = €]lxg — a, g + a[x]yo — a, yo + [, F(z,p(z)) =0

Justification que ¢'(xg) = —

Donc, en dérivant : 125 (zq, ¢(z0)) + cp’(xo)%(xo, o(zg)) = 0.
Yo Yo

Application :
Tangente & C': F(z,y) = 0 en un point (zg,yo) ol %—1; et %—5 sont non tous deux nuls. Supposons par
exemple %(xo,yo) # 0.

Ainsi, localement, la courbe se résout en C: y = p(z) —.

La tangente en (zg,yo) a alors pour équation (y — yo) = (z — z9)¢’(z0)

Cest-a-dire (z — wo)%(%,yo) +(y— yo)%(ﬂfm yo) =0

Ainsi, si graa) VB # 6, alors la tangente & C' en (zg, yo) existe et est orthogonale a graa($07y0)F.

(z0,Y0

Passage local de représentation paramétrique a résolu en = ou y

Proposition :
. o Jr=alt) X 1 :
Soit C' le support d’un arc paramétré ,t € I ou a, 5 sont de classe C* au moins, et on suppose
y = B(t)

- gy Lo [(t)

larc régulier (c’est-a-dire que (¢) ) ne s’annule pas)
p(t)
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IX. SURFACES DE R3 CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL

Soit tg € I (qu’on suppose ouvert). Si par exemple o (tg) # 0, alors il existe un voisinage Vg de ¢

Tz =t
tel que le support de I'arc paramétré restreint a Vj, c’est-a-dire ’arc ®) ,t € Vp, admette une

y = B(t)
équation du type y = f(x).

Démonstration :
aest de classe C1, et o/ (tg) # 0. Il existe donc un voisinage V' =|tg—\, to+A[ de tg tel que Vt € V, o/ (t) # 0.
Donc « est strictement monotone, et réalise donc une bijection sur un intervalle W dont la réciproque

v =aa™(u))

est de méme classe que «. Donc l’arc restreint a V' admet le paramétrage ) ,u e W,
y=pBla(u))
NEET] T=1u N 1
c’est-a-dire ,2ueWou f=8oa .
y=Jsu
De paramétré en cartésiennes a paramétré en polaires
: r = aft) X K
Soit C' : ,t eI ol «, 8 sont de classe C* (k > 1)
y = B(t)
On suppose que C ne passe pas par O.
. : o . . p=r(t)
Alors C' admet une représentation paramétrique en coordonnées polaires du type ,tel,

0= \t)
r et \ étant de classe C*.

En effet, pour tout t € I :

——

OM (t) = a(t)i + B(t)] = \/a2(t) + B2(t) (
r(t)

o) 7, BB 5 (14.32)
VRO R0 RO+ 0 ) |

=cos(A(t))i+sin(A(t))] ot A est de
classe C* selon le théoréme de relévement

(C’est possible car (a(t), 3(¢)) # (0,0))

IX Surfaces de R?

Diverses représentations (en coordonnées cartésiennes)

e Equations du type z = f(z,y), y = f(z,2) ou z = f(y, 2) (résolues)

e BEquations non résolues : F(z,y,2) =0

Exemple :

o Plan d’équation azx + by + cz +d = 0 ou (a,b,c) # (0,0,0)
o Sphere (z —20)* + (y — y0)> + (2 — 20)* = R?

e Paramétrage de surface :

v = oft,s) &\ (@

ot s
y = B(t,s), (t,s) décrivant un domaine D de R2, a, 8,7 de classe C*, k > 1 avec % et g—f

0 0
z =(t,s) o &

indépendants (sinon on n’obtient pas une surface)
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CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL IX. SURFACES DE R3

Passage local de représentation F(x,y,2) =0 a une équation résolue

(Et donc passage ensuite & une représentation paramétrique)

Théoréme (Théoréme des fonctions implicites) :
Soit F' de classe C*, k = 1 sur R®. Soit My = (0, 3o, z0) tel que F(xg,%0,20) = 0. Si %(MO) # 0, alors,

au voisinage de My, I’équation F'(x,y,z) = 0 définit z comme fonction de x et y, cette fonction ¢ est

de classe C* et on a :

oF
op 2L (20,0, 20) op % (20,90, 20)
22 (o, yo) = — o0 I0 I DR ) = — oy T (14.33)
ox %£($07yo,20) y %(xo,yo,ZO)

(Méme justification pour les dérivées que pour R?)

Plan tangent a une surface

= a(t, s)
e Soit S: {y=p(ts), (ts)eQouvert de R?.
=(t5)
La fonction P: Q — R
(u,v) +— (e(u,v), B(u,v),7(u,v))

u,v) sont indépendants.

est de classe C¥, avec k > 1 et %—5(11,1)),

ﬁP(

Soit My € S de parametre (ug, vg).

x = au,vp)

Courbes tracées sur S passant par My : C1 : { y = B(u,vo) ,u € Qagy,1 passe par le point My au

z = 7(”7 UO)
parametre u = ug.
x = a(ug,v)
Cy: {y=B(ug,v) ,v € Qppy,2 passe par My au point de parametre v = vy.
- 7(“05 U)
%(Uo, o) %(UOWO)
Les deux vecteurs o7 (ug) gﬁ(um vg) et vUa(vo) %(Uo, vp) sont donc indépendants. Le plan tangent
%(Uo,vo) 6'y (Uo, o)
a S en M est le plan passant par My et de dlrectlon (U1 (up), U2(vo)) (et de vecteur normal @ (ug) A
i (vp), ¢’ ‘;I: (ug,v0) A 331, (uo,v0))
Remarque :

Les autres courbes tracées sur la surface sont les courbes de la forme C : ¢ y = B(u(t),v(t)), ot
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IX.

SURFACES DE R3 CHAPITRE 14. ELEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL

u,v: R — R, de classe suffisante.
5 (u(t), v(t)) (14.34)

Soit tg € R, on suppose que (u(to), v(to)) = (uog,vo).

Ainsi, U(tg) = v/ (to) V1 (uo) + v'(to)V2(vo), donc ¥(tg) est dans la direction du plan tangent & My.

e Casou S: F(x,y,2)=0.

Soit Mo = (20,%0,20) € S. On suppose que grad,, F' # 0, cest-a-dire que l'une des dérivées

partielles n’est pas nulle.

Donc selon le théoréme des fonctions implicites, on a localement une paramétrisation de S :
x = a(u,v)

y = B(u,v), passant en My, disons au point de parametre (ug, vo).

z=7(u,v)
22 (g, vo) 2 (ug, vo)
On a donc un plan tangent de direction Vect (0, 72) ot ¥ %(Uo, vg) et vz %(UO, vo) -
Z—Z(uo,vo) %’J(Uo»vo)
Or, on a F(a(u,v), B(u,v),v(u,v)) = 0. Donc
oo oF oo oF
7(“7 U)i(a(ua U), 5(ua U)a ’Y(ua U)) + 7(“3 v)—(oz(u, v)7 /B(u7 ”U), 7(“7 U))
ou ox ou 0y (14.35)
oo oF '
+ %(u,v)g(a(u, v), B(u,v),v(u,v)) =0
Et
oo oF oo oF
7(“7 U)i(a(ua ”U), 5(”; U)v ’Y(ua U)) + 7(“3 v)—(a(u, ’U), /B(u7 ”U), 7(“7 U))
ov ox ov oy (14.36)
O or '
+ %(u,v)g(a(u, v), B(u,v),v(u,v)) =0

Donc v et U2 sont orthogonaux a graa) a, s et sont indépendants.
Ainsi; le plan tangent & S en My(xo,yo,20) est le plan passant par My orthogonal & graa Mo s
c’est-a-dire d’équation :

%(Mo)(x — o) + %(Mo)(y —Yo) + %(Mo)(z —29) =0 (14.37)

Ou encore dFy, (z — zo,y — Yo, 2 — 20) = 0.
Ainsi, par exemple :
SiS: 22245224 3y% —3=0, et si My(x0,y0,20) est un point de S.

Equation du plan tangent & S en M :

F(z,y,z) =222 + 3y° + 52 - 3 (14.38)
dF ;.. = 6z de + 6y dy + 10zdz (14.39)

(On vérifie en effet immédiatement que I'application F' — dF est linéaire)

L’équation du plan tangent est donc 5xo(x — xg) + 6yo(y — o) + 1020(z — z9) = 0.
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