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Chapitre 7 : Limite en un point
(pour une fonction réelle d’une
variable réelle)

Dans tout ce chapitre, D désigne une partie non vide de R.

I Généralités

A ) Définition

Définition :

Soit f: D — R, soit a € Adhg(D).

Soit [ € R.

On dit que f tend vers [ en a — ou que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers a — et on note f - [ —ou

f(z) —— 1 —lorsque YW € V(1),3V € V(a), f(V n D) c W.

Variantes de définition dans des cas particuliers :
e SiaeR,leR:

f—ol <= V¥e>0,3a>0,YVzeD,(Jr—a|] <a = |f(z)—1] <e) (7.1)

Démonstration :
= supposons que f — [.
Soit € > 0; on notae W=ll—¢el+el
Alors W est un voisinage de . Il existe donc V € V(a) tel que f(V n D) c W.
Mais V contient une boule ouverte de centre a.
11 existe donc a > 0 tel que Ja — a,a + alc V.
DoncVze D, |x—al|<a = |f(z)—1] <e.Dou la premiére implication.
< Lo
z€la—a,atalcV f@)ell—e,l+e[=W
<= supposons que Ve > 0,Ja > 0,YVx € D, (Jz —a| < a = |f(z) = 1| <e).
Soit W e V(1). Soit alors € > 0 tel que |l —e,l +e[c W.
1l existe donc a > 0 tel que Vz € D, (|Jz —a| < a = |f(z) = 1| <¢).
On pose V =la — a,a + af.
Alors VeV(a),etona f(VnD)c|l—e,l+e[cW.
e SiaeR,l =400 :
VAeR,3a > 0,Vz e D,(|Jz —a| <a = f(z) > A) (7.2)

(méme démonstration, en utilisant des voisinages de +o0)
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I. GENERALITES CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT

e Sia=+4w,leR:

fol < ¥e>0,3JAeRVezeD,(z > A = |f(z) -1 <¢)

o Sig=+0w,l=40w0:

f—l < VAeR,3BeR,Vze D,(z > B = f(x) > A)

Cas particulier (D =N) :
Soit a € Adhg(N),le R :

[l e YWeV(),3UeV(a),¥neN,(nelU = f(n)eW)

Dans le cas a = +©, U € V(+®) < IN € N,|N,+o[c U

fn)

n—-+0o0

Le cas a = ng € N est sans intérét...

Théoréme (unicité de la limite éventuelle)

| «— YWeV(),INeN,YneN,(n>N — f(n)e W)

(7.4)

Théoréme :
Soit f: D — R, soit a € Adhg(D), soient /,I’ € R.
Sif—let f—1 alorsl=1.

Démonstration :

Supposons [ # .

11 existe donc W e V(1) et W' e V(I') tels que W n W' = .
Alors :

D’une part, il existe U € V'(a) tel que f(U n D) c W.
D’autre part, il existe U’ € V(a) tel que f(U' n D) c W'.
Alors Ve UnU n D, f(x) e W n W'

Contradiction car U n U’ n D # . En effet :

UnU' eV(a),car UeV(a),U €V(a).

De plus, VV € V(a),V n D # &, puisque a € Adhg(D).
Donc en particulier U n U’ n D # .

D’ou 'unicité de la limite.

Notation :

Sif - [, on note [ = lim, f

Et si f(x) —— I, on note | = lim,_,, f(x).
r—a

Remarque

Remarque :
Si f: D— R, aeAdhg(D) et si f — 1, alors I € Adhg(f(D)).

En effet : tout voisinage de ! rencontre f(D), puisque si W € V(I), on peut trouver U € V(a) tel que

f(UND)c W, et comme Un D # &, pour x € U D, on a bien f(zx)e W.
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CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT II. THEOREME DE « COMPOSITION » DE LIMITES

Continuité en un point

Théoréeme :
Soit f: D — R, et soit a € D.

Si f admet une limite en a, alors cette limite est f(a)

Démonstration :

Supposons que f — I, avec | # f(a).

On peut alors trogver W e V() tel que f(a) ¢ W.

Or, il existe U € V(a) tel que f(U n D) € W (car f — l et W € V(I)), ce qui est contradictoire, car
aeU n D. Donc f(a) =1. ’

On dit alors que f est continue en a.

Exemples

1) Fonction constante

Soit K eR. Soit f: D — R .
z — K
Alors VYa € Adhg(D), f — K
a
Démonstration :
Soit W e V(K), prenons U = R.
Alors U € V(a) et on a bien f(U n D) c W.

2) Identité

Soit f:D — R.
X — I

Alors Va € Adhg(D), f — a.

Démonstration :
Soit W e V(a). Prenons alors U = W.
Alors UeV(a) et f(UNnD)c W.

II Théoreme de « composition » de limites

Théoréme

Théoréme :
Soit f: D > R, g: E — R ou FE est une partie de R telle que f(D) c E.
Soit a € Adhg(D), be R, 1 e R.

Si f tend vers b en a et si g tend vers [ en b, alors g o f tend vers [ en a.
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II. THEOREME DE « COMPOSITION » DE LIMITES CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT

Démonstration :

Déja, si f — b, alors b e Adhg(f(D)), donc b e Adhg(E).
Montrons otfue go f— 1. Soit WeV(l).

Comme g 7 l,il eXisate VeV(b) tel que g(V nE)cW.
Comme f — b, il existe U € V(a) tel que f(UnD)c V.
AlorsgongmD) cW:

SizeUn D, alors f(z) e V. De plus, f(z) € f(D) c E.
Donc f(z) € V n E. Donc go f(z) e W.

Donc YW € V(1),3U € V(a),go f(U N D) c W.

Cas particulier (suites)
Soient f: D — R, (up)nens € DY, a € Adhg(D).

Si Unp, m a, et si f(CC) : l, alors f(un) m l.

Réciproque

Théoréme :
Soit f: D —> R, ae Adhg(D), l € R.

Si, pour toute suite () enxepy qui tend vers a, f(u,) tend vers [, alors f tend vers [ en a.

Démonstration :

Montrons la contraposée :

Supposons que non(f — 1),

C’est-a-dire que non(V;V eV(1),3U e V(a), f(Un D) c W)
Ou: W eV((),VU e V(a),3zeUn D, f(x) ¢ W)

Soit W un tel voisinage. Pour chaque n € N, posons :

Ja— g0+ 57l siaeR
Un =1 In, 40| si a =40 (7.7)
] — o0, —n]| sia=—w

Alors Vn e N,U,, € V(a).
1l existe donc, pour tout n € N, z,, € U, n D tel que f(z,) ¢ W
Donc (7,,)nen € DY, tend vers a et (f(2,))nen ne tend pas vers .

En effet :

e VYn e N z,, € D par construction.

. . 1 1
e SiaeR:VneNa— 5 <z, <a+ 3
Sia=+w:VneN,z, >n
Sia=-0w0:VneN,z, <-—n
Ainsi, dans les trois cas, (,)neny — @

o VneN,z, ¢ W
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CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT III. LIMITE SELON UNE PARTIE

Donc (f(x,))nen ne tend pas vers I. On a donc trouvé une suite (z,,)neny € DY qui tend vers a et telle

que (f(2n))nen ne tende pas vers [, d’ott la démonstration de la contraposée.

IIT Limite selon une partie

Généralités

Soit f: D — R, soit a € Adhg(D), I € R.
Soit X une partie non vide de D. Si a € Adhg(X), et si f|x tend vers [ en a, on dit que f(x) tend vers

quand z tend vers a selon X, et on note : f(z) ——1I.

zeX

Proposition :

Si f —1, alors fix — 1 (si a € Adhg(X))

Démonstration :

Supposons que f — [. Soit W e V(I). Il existe donc U € V(a) tel que f(U n D) ¢ W. Comme X c D,
a

on a bien alors f(U n X) c f(Un D) c W, soit fix(Un X)c W, dot le résultat.

Cas particulier

Lorsque X =UnV:
Soient f: D — R, a € Adhg(D), V e V(a), l € R.
Alors a € Adhg(D N V), et : f - I <= fivap - l.
On dit que la notion de limite est locale.
Démonstration :
= : vu dans la proposition précédente
< :supposons que fjy~p — [
Soit W e V(I). I existe 5 € V(a) tel que f(U N (VD)) cW.
Sionprend U' =V nU, alors U' € V(a) et f(U' nD)cW.

Autre cas particulier

Soient f: D — R, a € Adhg(D) (Attention! ici, a € R).
e Si a est adhérent & Dnla, +0[, et si fipnja,4o0f @ Une limite I en a, on dit que f a une limite &
droite en a, notée lima;;g f(x), ou limg+ f.
e On adapte pour la limite a gauche.
Si a € D, et a est adhérent & Dnla, +o0[ et & Dn] — o0, al, alors f a une limite en «a si et seulement
si f a une limite & droite et & gauche en a, égales toutes les deux & f(a).

Si a ¢ D, mais est adhérent & Dn]a,+oo[ et & Dn] — 00,a[, f a une limite en a si et seulement si f

a une limite a droite et a gauche en a et si elles sont égales.
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III. LIMITE SELON UNE PARTIE CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT

Remarque :
Si D =la, +o0], la notion de lim,+ f et lim, f se confond.

Si D = [a,+w], f a une limite en a si et seulement si f a une limite & droite égale & f(a).
On fait de méme pour | — o0, .
Définition :

Soit f: D — R, soit a € D. Alors :

[ est continue a droite en @ <= f|pnja,+o0] €St continue en a (7.8)
7.8

<= f a une limite a droite en a égale & f(a)

De méme a gauche.

Autre cas particulier utile

Soit f: D — R, soit a € D adhérent a D\ {a} (c’est-a-dire que tout voisinage de a contient au moins
un point autre que a, soit que a n’est pas un point isolé).

Si fip\{a) @ une limite en a, on la note Hm”;;f} f(z).

a
Sur le dessin :
lim f(x) = # f(a) (7.9)
':L’;r':a
Mais lim,_,, f(z) n’existe pas.
Proposition :
Si a est adhérent & D\ {a}, alors :
f aune limite en a <= lim existe et vaut f(a). (7.10)
T#a
MPSI Mathématiques 6
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CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT IV. LIMITES ET INEGALITES

Prolongement par continuité en un point

Définition :
Soit f: D — R. On suppose que a est adhérent & D (dans R), mais que a ¢ D.

Soit g: D u {a} — R. On dit que g est un prolongement par continuité de f en a lorsque :

e VoeD,g(z) = f(r)

e g est continue en a.

Proposition :
f admet un prolongement par continuité en a si et seulement si f admet une limite finie en a. Dans ce

cas, 'unique prolongement par continuité de f en a est la fonction :
g:Duf{a} — R (7.11)

€T >

IV Limites et inégalités

Proposition :

Soient f: D — R, a € Adhg(D).

Si f a une limite finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.

Si f tend vers +o0 en a, alors f est non(majorée au voisinage de a).

Si f tend vers —o0 en a, alors f est non(minorée au voisinage de a).

(Rappel : f a la propriété P au voisinage de a s’il existe un voisinage U de a tel que fip~y ait la

propriété P)

En effet : e Silim, f existe, vaut [ € R alors, selon la définition de limite, il existe U € V' (a) tel que
Vee DnU,f(xz)€ll —1,1+ 1[. Donc f est bornée sur D n U.
e Si f — +oo. Montrons que YU € V(a), fip~u n’est pas majorée.
Soit (? € V(a). Supposons qu’il existe M € R tel que Yx € D n U, f(z) < M.
Mais, selon la définition de limite, il existe V € V(a) tel que Vz € V n U, f(x) > M, ce qui est
contradictoire, puisque D n U n V n’est pas vide (car a est adhérent & D, donc tout voisinage de

a rencontre D, et de plus U et V sont des voisinages de a)

e Adapter si f — —oo.
a

Proposition :
Soient f: D — R, a € Adhg (D).
Si f tend vers [ € R¥ U {+00} en a, alors f > 0 au voisinage de a.

Si f tend vers [ € R* U {—0} en a, alors f < 0 au voisinage de a.
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IV. LIMITES ET INEGALITES CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT

Démonstration :

Dans le premier cas, et [ € R¥

On pose W = B(l, L) (ainsi, Vo € W,z > 0).

11 existe alors V € V(a) tel que f(V D) c W.

Donc Ve e V n D, f(x) e W, soit Vx € V n D, f(x) > 0.

Sil = +oo : il suffit de prendre W = [1; 40|, et on aura le méme résultat.

On fait de la méme fagon dans le deuxiéme cas.

Proposition :
Soient f: D — R, g: D — R. Soit a € Adhg(D).

Si f<getsifetgon deslimites en a, alors lim, f < lim, g.

On peut se contenter d’un voisinage de a pour la propriété f < g.

Démonstration :

Notons [ = lim, f et I’ = lim, g, supposons que [ > I’.

On consideére le cas ou [,I’ € R.

Prenons € € RY tel que 0 < ¢ < %

11 existe alors U € V(a) tel que Yx e U n D, f(z) €]l —¢,l +¢€]

Et U € V(a) tel que Ve e U' n D, g(z) €]l’ — &, +¢].

AlorsUnU nD# F,etpourx e UnU n D, g(x) <l'+e<l—e< f(zx), ce qui est contradictoire.

Autre démonstration :

Soit (ty)nen une suite de points de D qui tend vers a.

(Il en existe puisque a € Adhg(D)).

On a alors, pour tout n € N, f(u,) < g(uy).

Mais, comme f a une limite en a, on sait que f(uy,) o lim, f,
Et, comme g a une limite en a, g(u,) S lim,, g.

Dongc, selon le théoréme de passage a la limite pour les suites, lim, f < lim, g.

Théoréme (« des gendarmes ») :
Soient f,g,h: D — R, soit a € Adhg (D).
On suppose que Vz € D, f(x) < g(z) < h(z).

Si f et h admettent une méme limite [ en a, alors g tend aussi vers [ en a.

Démonstration :

Soit (tn)neny € DN qui tend vers a.

Alors, selon le théoréme de composition de limites, (f(un))neny — I et (h(tun))neny — I.
Or, Yn e N, f(un) < g(un) < h(uy).

Donc (g(un))nen tend vers [ en a, d’apres le théoréme des gendarmes pour les suites.

C’est valable pour toute suite (uy,)nen € DN qui tend vers a, donc g tend vers [ en a.
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CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT V. LIMITES ET OPERATIONS SUR LES FONCTIONS

V Limites et opérations sur les fonctions

Cas des limites finies

Proposition :

Soient f,g: D — R, a € Adhg(D), e R.

f+g —1+0
f—leR “
Si a , alors < \f — )\
g—1leR @
@ fxg —1IxU

Démonstration :

Soit (un)nen € DY qui tend vers a. Alors (f(un))nen = 1, (9(un))nen — L.

Donc par théoréme de composition de limites pour les suites, (f(un) + g(tn))neny — L + 1/, c’est-a-dire

((f + 9)(un))new — L+ 1.
Ce résultat est valable pour toute suite qui tend vers a. Donc f +¢g — 1 +1'.

On procede de méme avec Af, f x g.

Proposition :
Soit f: D — R, a € Adhg(D).

Si f—1eR, alors |f| — |l], et, sil # 0, % est définie au voisinage de a et % —
a a a

~|

Démonstration :
1

Utiliser les suites comme précédemment (pour dire que 7 est défini au voisinage de a lorsque I # 0, il

suffit d’utiliser la deuxiéme proposition vue dans la section précédente).

Remarque :
Soit f: D — R, a € Adhg(D).
Soit [ € R.

On a les équivalences :

fml <= f-1l->0< |f-1—>0

Démonstration :

On a I’équivalence :

f—l < V¥e>0,3U€V(a),YreDnU,

fla) =1l <e
—_—
=|f(z)=1-0|
| f(z)—=1|=0]

En particulier,

f:»O — \f|:>0

(7.12)

(7.13)

(7.14)
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V. LIMITES ET OPERATIONS SUR LES FONCTIONS  CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT

Proposition :
Soient f,g: D — R, a € Adhg(D).

Si f — 0, et si g est bornée au voisinage de a, alors fg — 0
a a

Cas ou certaines limites sont infinies

Soient f,g: D — R, a € Adhg(D).

Si f — +o0, alors, pour tout A e R :
a

400 siA>0
Af =40 siA=0 (7.15)
- siA<O

Si f — 400, et si g est minorée, alors f + g — +00.
a a

Si f — +0, et si g est minorée par o > 0, alors fg — +4o00.
a a

Si f — +o0, alors % est définie au voisinage de a et % —0
a a
1

Si f — 0, et si f> 0 au voisinage de a (noté f — 07), alors 7 — +o.
a a a

Les indéterminations

Ce sont les cas ou le cours ne permet pas de conclure, car il y a différentes possibilités.

« +00 — 00 »
Exemple :

2

x —x—>+oo,m—x2
+00

— -0,z —z—0,x+3—x — 3, x +sinx — z pas de limite.
+0 +o0 +0o0

« 0 x oo »

Exemple :

Ly 1, 8825 hag de limite en +00.

xr +w T

12 o,
xT +® xT

r——0
+00

« 1% »

si f(x) =1, g(x) — +o0:

On s’intéresse & F(z) = f(x)9(®).

Mais F(z) = exp( g(z) In(f(x))).

—+00 —0
On est ainsi ramené a une indétermination du type « 0 x 00 ».

« 00y

Si f(x) > 0et f(x) >0

Et g(x) -0

On s’intéresse a F(z) = f(2)9®) = exp( g(x) In(f(x)))

——
—0 ——00

Limites et fonctions usuelles

On a vu que x — 1 et x — x sont continues en tout point de R. Donc toute fonction polynomiale

est continue sur R. Il en est de méme des fractions rationnelles (sur leur domaine de définition).
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CHAPITRE 7. LIMITE EN UN POINT V. LIMITES ET OPERATIONS SUR LES FONCTIONS

e La fonction cos est continue sur R.

7
En effet : Vz,2’ € R,cosx — cosz’ = —2sin (%

x4+
sin
2

-~
<1

Donc Vz,z’' € R, |cosx — cosz’'| < 2

Donc cos est 1-lipschitzienne sur R, donc continue.

Montrons que si une fonction f: D — R est lipschitzienne, alors f est continue sur D.
Soit k € R, tel que Va,2' € D, |f(z) — f(2)] < klz — 2/|.
Soit a € D. Alors Va € D, |f(x) — f(a)| < k|z — a|

—

—0en a

Donc f(z) —— f(a). Donc f est continue en a, donc en tout point de D.
r—a

e Vx € R,sin(x) = cos(§ — x) Donc, par composition, la fonction sin est continue.

o Vo e R\{Z + knm, k € Z}, tan(z) = 222)

cos(x) *

Donc la fonction tan est continue sur son domaine de définition.
e exp,In sont continues sur leur domaine de définition.

e Soit o € R.
La fonction z — % est définie et continue sur Ri‘;.

De plus, si a > 0, la fonction est prolongeable par continuité en 0 par 0.
o x — {/x, oun e N* sont définies et continues sur R

e Les fonctions  — 2" pour n € Z\N sont définies et continues sur R*.

Remarque technique : « le retour a 0 »

e Pour la limite :
Soit f: D — R, a € Adhg(D).
Soit [ € R.
f:>l<:)f—l70 (7.16)

e Pour la variable : Soit f: D — R, a € Adhg(D).
Soit [ € R.
f(a:)?:a»l — f(a+u):()»l (7.17)
Démonstration :
= :supposons que f(x) — l.
Alors a +u 5 et 9}(;) — l.

Donc, par composition, f(a + u) — l.
u—>

<= :supposons que f(a+ u) — l.
uU—>
Alors z —a —— 0 et f(a+u) — 1.
r—a u—0

Donc, par composition, f(a + (z —a)) —— I, soit f(x) —— 1.
r—a

Exemple :
Etude de Iéventuelle limite en 3 de f(z) = ﬁ

Domaine de définition : R\ ({34 2km, ke Z} u {w =3+ 2kn, ke Z}) =D
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VI. LE THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE POUR UCHAPOINRFITONSMITE EN UN POINT

Donc 3 € Adhg (D)
Pour u # 0 et suffisamment proche de 0, on a :

B+u)?—3" A x3u+6x3%u®+4x3xud+u 4 x 33u

sin(3 +u) —sin(3) 2 cos (84%) sin (%) w0 2 cos(3) 5

F3+u) = (7.18)

3
Donc f(3+u) ~ A>3

0 cos(3)’ d’otu la limite en 3...

VI Le théoreme de la limite monotone pour les fonctions

Théoréme :
Soient a,b € R, avec a < b
Soit f: ]a,b[— R, monotone. Alors f a une limite dans R en a et en b.

Plus précisément :
e Si f est croissante :

o Si f est majorée, elle a une limite réelle en b (qui est sup(f))

Sinon, f > 400

o Si f est minorée, elle a une limite réelle en a (qui est inf(f))
Sinon, f — —
a

e Si f est décroissante : a adapter.

Démonstration :

e Cas ou f est croissante, étude en b :

© Si f est majorée, on peut introduire | = sup,ej, 5(f(2)). Montrons qu’alors f > l
Soit € > 0. I — € ne majore pas f. Il existe donc g €]a, b[ tel que f(zg) > —e. Comme f est
croissante, on a : Vx € [z, b[,l —e < f(x) < L.
Or, [z, b] est 'intersection d’un voisinage de b et de ]a, b].

11 existe donc U € V (b) tel que Vx € D n U, f(z) €]l — e,1l + €[, d’on la limite.

o Si f n’est pas majorée :
Montrons que f 7 40
Soit A € R. A ne majore pas f. il existe donc zg €]a, b] tel que f(xg) > A
Comme f est croissante, on a : Yz € [zg, b[, f(z) = f(xo) > A.
Or, [z, b est 'intersection d’un voisinage de b et de ]a, b].
11 existe donc U € V(b) tel que Yx € D nU, f(z) > A
Pour I'étude en a :

On peut refaire la démonstration, ou considérer g: | —b,—a[ — R , qui est crois-
z — —f(-x)
sante.

e Cas ou f est décroissante :

Démonstration analogue, ou considérer la fonction g: Ja,b] — R , qui est croissante.
z — —f(x)
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CHAPITRE 7. LIMITH.ENEUNHEQIRHME DE LA LIMITE MONOTONE POUR LES FONCTIONS

Théoréme :
Soit I un intervalle infini (c’est-a-dire ni vide ni un singleton) de R, soit f: I — R, monotone. Alors,

en tout point xg € I , [ admet une limite finie & droite et une limite finie a gauche, avec de plus :

lim f(z) < f(zo) < lim+ f(z) si f est croissante, (7.19)
T DT
lim+ f(z) < f(xo) < lm f(z) si f est décroissante. (7.20)
T—oT) ToT

De plus, si a et b désignent les extrémités (dans R) de I avec a < b, alors :

Sibe I, f a une limite finie & gauche en b et lim,_,;,— f(x) < f(b) si f est croissante,
lim, ;- f(x) = f(b) si f est décroissante.

Sib¢ I, f aune limite (& gauche) en b dans R.

De méme en a (& droite)

Démonstration :

Soit xg € I. On peut trouver x1,x9 € I tels que 1 < x¢ < z2 (car xg € I)

On applique le théoreme de la limite monotone & fjjz, 4., qui est monotone et minorée/majorée par
f(xo) (si f est décroissante/croissante)

Donc limz_ma f(x) existe, et est supérieur/inférieur a f(zo).

De méme, on applique le théoréme pour fj;, ,[, monotone et majorée/minorée par f(zg) (si f est
décroissante/croissante)

Donc lim,_, .+ f (z) existe et est inférieur/supérieur a f(xo).

Pour les extrémités :

Si b e I on applique le théoreme & fj, [, croissante/décroissante, majorée/minorée par f(b). Sinon, on
applique le théoreme & fj, 4], croissante/décroissante.

De méme en a.
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