Chapitre 12 : Fonctions circulaires réciproques

I La fonction Arcsin

A) Etude

Soit f:[-Z,Z]—[-L1].

2°72 .
XH—>Ssinx

Alors fest continue et strictement croissante, de plus f(-=5)=-1et f(5)=1.

Donc fest une bijection de [-%,%] dans [-L1].

B) Définition

Arcsin est la fonction de [-1;1] dans [-Z,4] qui est la réciproque de la bijection

Si=%.51=>[-L1].
xXH>sinx
On a ainsi :

Vxe [-L1],Vye R,(y = Arcsin(x) < ye [-5,5]etsin y = x)
Ou:
Arcsin(x) est ’'unique arc entre —Z- et 2 dont le sinus est x.

C) Propriétés de la fonction Arcsin

Elles résultent des propriétés de la fonction xr+>sinx sur [-F,5] et des
théorémes portant sur les fonctions réciproques des bijections continues et strictement
monotones sur un intervalle :

- Vxe [-L1],-% < Arcsin(x) <

- Arcsin est continue

- Arcsin est strictement croissante

- Arcsin est impaire (car x > sinx 'est sur [-%,5])

En effet :
Soit x € [-1;1].

Alors — Arcsin(x) e [-%,5], et sin(—Arcsin(x)) = —sin(Arcsin(x)) =—x, donc

— Arcsin(x) est 'unique arc entre —% et 4 dont le sinus est —x, c'est-a-dire que

— Arcsin(x) = Arcsin(—x) .
- Arcsin est de classe C™ sur ]—1;1[, et de plus :

Vx €] — L[, (Arcsin)' (x) = ;

1—-x

En effet :
Soit xe]-11[ . Posons & = Arcsin(x). Alors a€]-%,5[, et sina=x
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Comme sin est dérivable en &, et (sin)'(&) = cos(x) # 0, Arcsin est dérivable en
1
cosa
Mais cos’ a+sina =1, et cosa >0.
Donc cosa =+/1-sin’ &, et de plus sina = x donc cosar =+/1—x’
1
V1I-x*

Donc Arcsin est bien dérivable sur ]—L;1[, et sa dérivée sur ]—1;1[ est

1
V1-x*
Donc Arcsin est bien de classe C* sur |—1;1[

- Arcsin n’est pas dérivable en -1 ni en 1, mais sa courbe présente aux points
d’abscisses -1 et 1 une demi tangente verticale. En effet, Arcsin est dérivable sur |—1;1]

x et (Arcsin)'(x) =

Donc finalement (Arcsin)'(x) =

X , qui est de classe C” sur |-1;1[.

et (Arcsin)' a une limite a gauche en 1 (respectivement a droite en -1) qui est +oo, d’ou
le résultat avec le théoréme liant limite de la dérivée et limite du taux d’accroissement.

- Enfin, la courbe représentative de Arcsin dans un repére orthonormé (0,7, ) se
déduit de celle de sin restreint a [-%,%] par la symétrie orthogonale par rapport a la
premiere bissectrice :

wlN
i

|
ol

R |
oNT- T T — —

La courbe est elle-méme un résultat de cours, elle résume I’essentiel des points
précédents. Noter aussi la position de la courbe par rapport a la tangente a 1’origine.

I1 La fonction Arccos

A) Etude

La fonction [0, 7] — [—1;1] est une bijection continue et strictement croissante.
XF>C0sX
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B) Définition

Arccos est la fonction de [-1;1] dans [0,7] qui est la réciproque de la bijection

[0,7] = [-L1].
XF>Cosx
On a donc :

Vxe[-1;1],Vye R,(y = Arccos(x) < y € [0,7]etcos y = x)|
Ou:
Arccos(x) est I'unique arc entre 0 et 7 dont le cosinus est x.

C) Propriétés de la fonction Arccos

- Vxe [-L;1], 0 < Arccos(x) < 7

- Arccos est continue

- Arccos est strictement décroissante

- Arccos est de classe C” sur |—1;1[, et de plus :

-1

Vxe]-11,(Arccos) (x) = =
1—x

En effet :
Soit xe]—-11[. Posons & = Arccos(x). Alors ax€]0,7x[, et cosa = x

Comme cos est dérivable en &, et (cos)' (@) = —sin(a) # 0, Arccos est dérivable
1 -1 -1
—sina \1—cos’a  1-x

D’ou, comme pour Arcsin, Arccos est de classe C” sur |—1;1[.

en x et (Arccos)'(x) =

- Arccos n’est pas dérivable en -1 ni en 1, mais sa courbe présente aux points
d’abscisses -1 et 1 une demi tangente verticale.

- La courbe représentative de Arccos dans un repére orthonormé (O,i,j) se
déduit de celle de cosinus restreint a [0, 7] par la symétrie orthogonale par rapport a la
premicere bissectrice :
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- La fonction cos est paire sur R, mais Arccos n’est pas paire (car cos n’est pas
paire sur [0,7] !)

- En revanche, la courbe présente un centre de symétrie : le point de coordonnées
(0,%) . Cela se traduit par la formule : Vx e [-1;1], Arccos(x) + Arccos(—x) = 7

Rappel :

La courbe de f présente un centre de symétrie en A(x,, yo)ﬁ I est centré en x, et

Vhe R,((x0+he [ AC RO R A C ) =y0)

2

Démonstration :

Soit xe [-1;1].

Alors Arccos(x) e [0,7] et cos(Arccos(x)) = x

Donc 7 - Arccos(x) € [0,7] et cos(z — Arccos(x)) = —cos(Arccos(x)) = —x

Donc 7 — Arccos(x) = Arccos(—x) (car 7 - Arccos(x) € [0,7])

- On déduit la courbe de Arccos de celle de Arcsin en opérant une symétrie
orthogonale par rapport a Ox , puis une translation de vecteur %] , ce qui se traduit par
la formule : Vx e [-1;1], Arcsin(x) + Arccos(x) =5 (Arccos(x) = (—Arcsin(x)) + 75 )

Démonstration :

Soit xe [-L;1].

Alors Arccos(x) e [0,7].

Donc % — Arccos(x) e [-5,5], et :

sin(% — Arccos(x)) = sin(5) cos(Arccos(x)) — cos(5) sin(Arccos(x))

=1xcos(Arccos(x))—0=x

Donc % — Arccos(x) = Arcsin(x)

Soit Arcsin(x) + Arccos(x) =7 .

I La fonction Arctan
A) Etude
La fonction ]—-%,5[— R est une bijection continue et strictement croissante.
X—>tan x

B) Définition

Arctan est la fonction de R dans ]-7%,%[ qui est réciproque de la bijection

précédente.
On a donc :
Vxe R,Vye R,(y=Arctan(x) & ye]-7,5[ettany = x)
Ou:

Arctan(x) est I’'unique arc entre —Z et 4 dont la tangente est x.
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C) Propriétés de la fonction Arctan

- Vxe R,—% < Arctan(x) < &

- Arctan est strictement croissante sur R.
- lim Arctan = -7, lim Arctan = 5
400

—oo

- Arctan est impaire.

- Arctan est de classe C” sur R, et de plus :
1

1+ x?

Vxe R,(Arctan)'(x) =

En effet :
Soit xe R, notons & = Arctan(x). Alors ¢€]-%,%[, et tana = x. Comme tan

est dérivable en « et tan'(&) =1+tan’ @ # 0, Arctan est dérivable en x, et :
1 1

l+tan’ @ l+x
- Courbe représentative :

(Arctan)' (&) =

2

______ S

(1Y

____________ 4 ____

-Ona:
Vx >0, Arctan(x) + Arctan(+) = £

Vx < 0, Arctan(x) + Arctan(+) = —Z

Démonstration :
Soit xe R *. Notons « = Arctan(x)
Six>0:
1 1
Alors ¢ €]0,%[. Donc 5 —-a€]0,5[, et tan(5 — ) = =—.
tana x

Donc Z —a = Arctan(4), c'est-a-dire Arctan(x)+ Arctan(1) =Z.
Si x<0,alors — x>0,

donc Arctan(—x) + Arctan(<) = £, soit — Arctan(x)— Arctan(+) =% car Arctan

est impaire, donc Arctan(x)+ Arctan({) =—Z.
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IV La fonction Arccotan

Arccotan est la fonction de R dans ]0,7z[ qui est la réciproque de la bijection

10, 7[> R .
x—>cotan(x)

Ainsi, ’Vx e R,Vye R,(y = Arccotan(x) & y€]0,7z] et cotan y = x)‘

(S1E

V4

(1Y

- Arccotan est continue et strictement décroissante sur R.
- lim Arccotan = 7 et lim Arccotan = 0
400

—oo

-1

2
X

- Arccotan est de classe C” sur R et |Vx e R,(Arccotan)'(x) = "

-Ona:

Vx > 0, Arccotan(x) + Arccotan(+) = £
Vx < 0, Arccotan(x) + Arccotan(+) = 3%
Démonstration :
Soit xe R *. Notons & = Arccotan(x)
Six>0:
Alors €]0,%[. Donc £ —a€]0,5[, et :
1 1 1
cotan(f —@) = —————=tanax = =—.
T
tan(5 — ) cotanax x
Donc Z —a = Arccotan(L), c'est-a-dire Arccotan(x)+ Arccotan(L) =2
Si x<0:
Alors ae€]%,z[ . Donc £ —-ael%,af,et:
1 1 1
cotan(¥£ —a) = —————=tana = =—
kY4
tan(Zf — @) cotana x

Donc 3% — o = Arccotan(L) , soit Arccotan(x) + Arccotan(L) = 3%
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