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Chapitre 6 : Dénombrement

Dans ce chapitre, les lettres E, F', G, A, B, C,..désignent des ensembles, et les lettres n, m, p, a, b,

c,..des entiers.

Préliminaires

Pour tout n € N, on définit n! de la maniere suivante :

ol=1

VneN,(n+ 1= (mn+1)xn! (6.1)

Lorsque E = (J, il y a une seule application de E vers F. Cette application est injective (et surjective

si et seulement si F' = ¢¥)

I Ensembles finis et cardinaux : les bases

Supposé connu

e La notion d’ensemble fini ou infini.
e Ce qu'est le cardinal d’un ensemble fini (card(&) = 0).

e Pour n,p € N avec p < n, card([p,n]) =n—p+1.

Proposition (admise) :
e Si F est fini, et si F' < FE, alors F est fini, et card(F') < card(FE). Si E et F sont disjoints et finis,
alors ' U E est fini, et card(E u F) = card(E) + card(F).

Conséquences

Si Eq, Es, ... E, sont finis et disjoints deux a deux, alors F; U Ey U ... U E, est un ensemble fini de

cardinal >, _, card(E})) (Cet ensemble est aussi noté | J;_; Ex).

Proposition :

Si E et F sont finis, alors E U F' est fini et card(E u F') = card(E) + card(F) — card(E n F')

Démonstration :

Ona EUF = EU(F\E).Or, F\E c F, donc F\E est fini. Les ensembles F et F\E sont disjoints. Donc
EU(F\FE) est fini et card(Fu (F\F)) = card(E)+card(F\FE). Donc card(E U F) = card(E)+card(F\FE).
Par ailleurs, (F\E)u(FnE) = F, et F\E et F'nE sont disjoints et finis. Donc card(F\E)+card(FnE) =
card(F). Soit : card(F\E) = card(F)—card(FnE). Donc card(FUF) = card(E)+card(F)—card(EnF).
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I. ENSEMBLES FINIS ET CARDINAUX : LES BASES CHAPITRE 6. DENOMBREMENT

Résultats liant applications entre ensembles finis et comparaison de

leurs cardinaux (admis)

Proposition (admise) :

Si E est fini, on a les équivalences :
e il existe une injection de F dans F' <= F est infini ou card(F') = card(FE).
e il existe une surjection de E dans F' <= F est fini et card(F) < card(FE).

e il existe une bijection de E dans ' <= F est fini et card(F) = card(FE).

Proposition (Autre résultat admis) :

Soient E, F' de méme cardinal et finis. Soit f: E — F. On a les équivalences :
e f est injective <= f est bijective.

o f est surjective < [ est bijective.

Notion d’ensemble dénombrable

Définition :
Soit E un ensemble. E est dénombrable lorsque FE est fini ou lorsque E est en bijection avec N (E est

alors infini dénombrable).

Exemple :
e N est dénombrable. L’ensemble des nombres pairs P est dénombrable. En effet, N — P est
k — 2k
bijective.
e L’ensemble Z est dénombrable :
1 ' ' ' I ' ' '
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
awz&
e N x N est dénombrable :
0 1 2 3 4
0] 9(0,0) | 2(0,1) | °(0,2) | (0,3) | (0,4)
1| %1,0) | 41,1 1,2 1,3 1,4
0o o | a2 )]0 62
2(%(2,0) | (2,1)
31 (3,0) | (3,1)
4| (4,0) | (4,1)

e #(N) n’est pas dénombrable.
e R n’est pas dénombrable.

e L’ensemble E des suites (uy)reny d’éléments de {0, 1} n’est pas dénombrable (ux = 100100011...).
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CHAPITRE 6. DENOMBREMENT II. DENOMBREMENT CLASSIQUE

Démonstration :

Supposons qu’il le soit. On peut alors écrire la suite des éléments de E :

£(0) = 10011001001 ... 11
£(1) = 10010001110...01. .. (6.3)

Pour chaque (n,p) € N?, on note a, , le terme d’indice p du n-iéme élément de E. On a alors un

f(0) = ap,1 ap2 @03 Qo4

f(].) = 0,1,0 CL171 a172 0,1,3 a174 e (64)

tableau :

f(Q): a2.0 az.1 a22| Q23 @24

Soit u la suite de E définie par :

Osiapp =1
Vk e N,uy = ok (6.5)
1 si Ak k= 0
Alors u n’est pas dans le tableau : non(3n € N,u = f(n)) En effet, supposons qu’il existe n € N tel

que u = f(n). Alors Yk € N, up, = ap g, et en particulier u, = ayn, ce qui est impossible.

Théoréme (admis) :

Toute partie d’'un ensemble dénombrable est dénombrable.

IT Dénombrement classique

Dans ce paragraphe, tous les ensembles considérés sont finis.

card(E x F)

Si card(E) = n et card(F') = p, alors card(E x F) =n x p.
Démonstration :
informelle card(E x F) = nombre d’éléments de E x F. Nombre d’éléments = nombre de fagons de
« faire » un élément. Pour faire un élément (a,b) de E x F', on doit choisir a dans n éléments, et b

dans p éléments.

visualisation On peut choisir le couple (a,b) en deux fois :
/[\ /I\ /I\ /I\ o
Choix de b
formelle £ x F =, g{a} x F.Pour chaque a € £, ' — {a} x Fest bijective. Donc card({a} x

y — (ay
F) = card(F). Les {a} x F pour a € E sont disjoints deux & deux. Donc card(E x F) =

Daep card({a} x F) =3, _pcard(F) = card(E) x card(F).
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II. DENOMBREMENT CLASSIQUE CHAPITRE 6. DENOMBREMENT

Conséquence :

card(Fy x Fy x ... x E,) = card(E}) x card(Fs) x ... x card(E,,) (6.6)
card(E™) = (card(E))™ (6.7)

card(E™) est le nombre de m-uplets (a1, as, ... a,) d’éléments de E.

card(.Z (E, F))

Proposition :

card(.Z (E, F)) = (card(F))card(®) (6.8)

Démonstration :
E = {ai,as,...a,} ol les a; sont distincts deux & deux, F' = {b1,b2,...b,} ou les b; sont distinct deux

a deux. Pour fabriquer une application de E dans F' :
1. image de a; : p possibilités.
2. image de ag : p possibilités.
..n. image de a, : p possibilités.

Donc p™ possibilités en tout.
Remarque :

En particulier, card(F([1,m], E)) = (card(E))™

card(Z(F))
Proposition :
card(Z(E)) = 202d(E) (6.9)
Démonstration :
On note n = card(E), E = {a1,a2,...a,}. Se donner une partie A de F, c’est se donner la liste
(r1,7r9,...75) de 0 et de 1 définie par :
0 si A
Vk € [1,0],r = Lax ¢ (6.10)
lsia,e A
Or, il y a 2™ telles listes (voir )
Plus formellement, I'application

A — (z1,22,...2,)

définie par
0 si A
Vk e [1,n], zx = tap g4 (6.12)
lsiareA

est bijective.
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CHAPITRE 6. DENOMBREMENT II. DENOMBREMENT CLASSIQUE

Nombre d’injections de E vers F

Proposition :

On note p = card(E), n = card(F). Le nombre d’injections de E vers F' est

Osip>n
AP = . . (6.13)
(nﬁi‘p)!sﬂ)gpén

Démonstration :
En effet, soit p < n (le cas olt p > n étant évident). Si p = 0, alors A2 = 1, ok (une seule injection d’un
ensemble & 0 éléments vers un autre ensemble). Si 1 < p < n, notons alors E = {a1,as,...a,}. Pour
construire une injection de E vers F' :
1. On choisit f(a1) : n possibilités.
2. On choisit f(ag) : n — 1 possibilités.
..p. On choisit f(ap) : n —p+ 1 possibilités.
On a donc n(n —1)...(n — p+ 1) possibilités.
Remarque :

AP est aussi le nombre de p-listes d’éléments distincts d’un ensemble & n éléments.

Nombre de permutations d’un ensemble fini

Définition :
Une permutation sur E est une bijection de F dans E. L’ensemble des permutations sur E est noté
S(E).

Proposition :

Soit E de cardinal n. Alors le nombre de permutations sur E est n!.

Démonstration :
Comme F est fini, une application de F dans E est bijective si et seulement si elle est injective. Donc le

nombre de permutations est A7.

Nombre de parties a p éléments d’un ensemble a n éléments

Proposition :

Soit E de cardinal n, soit p € N. Alors le nombre de parties de cardinal p de I’ensemble E est :

Cﬁ Osip>n . (6.14)

p M _si0<p<n

pl(n—p)!
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III. PROPRIETES DES (3) CHAPITRE 6. DENOMBREMENT

Démonstration :
(cas p = 0, p > n évidents). Si 1 < p < n, comptons de deux maniéres différentes le nombre de p-listes

d’éléments distincts de E :
e Ce nombre est AP

e Pour construire une telle p-liste (z1,2,...2,), on choisit d’abord I’ensemble des p termes de la

liste : (Z) possibilités. On doit ensuite les ranger : p! possibilités. Ainsi, le nombre cherché est
(3) > p!
AP 1
Done (7) = 3F = sm -

I1I Propriétés des (")

o

Proposition :

e Pour tous n,p € N tels que p < n, (nﬁp) = (Z)

e Pour tous n,p € N¥, (Z) = (”;1) + (Z:i)

,:o (Z) —on (6.15)

(Z) N Z(Z:D - n_iﬂ(pi 1) (6.16)

Démonstration :
En effet, la premiere égalité vient du fait que choisir p éléments parmi n revient a choisir les n — p qu’on

ne prend pas. Pour la deuxieme

)=o) (o) 017
)= ()= (o) 619

e Sinon : Soit E de cardinal n. Comme n > p, E # . Soit alors a € E. On a :

e Sip>n,

e Sip=n,

(Z) =Ny + Na, (6.19)

ou V; est le nombre de parties a p éléments de E sans a, et Ny le nombre de parties a p éléments

Ny = ("; 1) (6.20)

de E avec a. Ainsi :

(on choisit p éléments parmi E\{a}), et

Ny = (n - 1) (6.21)

p—1

(on choisit a, il reste & choisir les p — 1 autres éléments dans F\{a}), d’ou le résultat.
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CHAPITRE 6. DENOMBREMENT III. PROPRIETES DES (%)

Application :

On peut remplir le tableau donnant les (;) :

plo 1 2 3
of1 o 0 0

11 [0] 0 (6.22)
212 1+1 0

3[1 142 241 140

Pour la troisieme égalité : ZZ:O (Z) correspond au cardinal de I’ensemble des parties d’'un ensemble

a n éléments (nombre de parties & 0 éléments + nombre de parties a 1 élément +..). Ou : Z(E) =

U , et les &, (E) sont disjoints deux & deux. (Z,(E) : ensemble des parties a k éléments de
E.) Donc card(@(E)) = Y=o card(Z(F)), soit 2" =31 (7).

Démonstration du dernier point (les cas p = 0, p > n sont triviaux) :

Sil<p<n

(Z) N p!(nni nl %(p - 1>!<7in—_112! -0 Z(Z:D

n—p+1 n! anrl( n)
p (p=Din-p+1) p p—1)

(6.23)

Sip=n+1:

—1 — 1
( " ) —0, (” ) _o, roPtl_g (6.24)
n+1 n P

Autre démonstration, combinatoire, pour 1 < p < n : soit E de cardinal n. Comptons le nombre de
couples (A, a) constitués d’une partie A de E de cardinal p, et d’un élément a de A. Notons n ce nombre.

On a:

N = (n> x p o, (6.25)
p N——
~—— choix de a
choix de A dans A
et
-1
N= _n  x (n ) , (6.26)
—— D — 1
choix de a —_
dans

choix de A a p
éléments contenant a

d’out la premiere égalité. On a aussi :

n
N = < ) X p o, (6.27)
p ~——
N—— choix de a
choix de A dans
et
n
N = ( ) x(n—p+1), (6.28)
b —= 1 —
choix de a
choix de Ba dans E\B

p—1 éléments

d’ott la deuxieme égalité.
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III. PROPRIETES DES (3) CHAPITRE 6. DENOMBREMENT

Exemple :

E={1,23},p=2:

A={1,2} a=1

a=2

A={2,3} a=2

N = (”) x p o, (2.3} (6.29)

D ~—— a=3
b_v-’ choixdza

choix de A dans A:{173} a=1

a=3

a=1 A={12}
A=1{1,3}
-1 =2 A=1{1,2
N= n  x (” ) ¢ 1.2} (6.30)
o~ p—1 A=1{2,3}
Cdans B T~
eicpoglcérr?ents a=3 A= {L 3}
contenant a
A=1{2,3}
{1} a=3
a =
2} a=
N = < " ) x(n—p+1), 2 (6.31)
pP— 1 —— a =
%/—J\ (é}}oi{(gcg _
S hdades e {38} a=2
a=3
Théoréme (formule du binéme de Newton) :
Soient a,b € C. Pour tout entier n € N, on a :
n n B
(a+0b)" = Z < )apb" P (6.32)
p=0 \P

Démonstration :

n
, ’ n _
Par récurrence sur n, avec a, b fixés : montrons que V¥n € N, (a + b)" = E < alPb" P
p
p=0

N

PE:L)

o P(0), P(1) ok.
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CHAPITRE 6. DENOMBREMENT III. PROPRIETES DES (%)

e Soit n € N*, supposons P(n). On a :

(a+b)"" = (a+b)(a+b)" = (a+b)

“3() e oy
+y

<”) Py
p

aPb— p+1
p "V"
p+n—p+l=n+1

)apbn p+1

3

p+1l4+n—p=n-+1

n+1
- ( n ) adpn—ati
=1 q- 1 p=0

3

(6.33)

I
R
3 3
N——

IS]

3

+

—

S

[«=}

+
/\
/—\

3
V/—\

+
/\
\/
N———

IS]

S

(=

3

=

+

=

+
Y
N———

(=}

(=

3

+

=

ce qui acheve la récurrence.

Proposition :
Soit E de cardinal n > 1. Alors, il y a dans F autant de parties de cardinal pair que de parties de

cardinal impair.

Démonstration :
On doit montrer :
n n
= 6.34

pe[0,n] pe0,n]
et p pair et p impair
-

A B
Ona(0=1+(-1)"=>p=0" (Z)(—l)p = A — B, donc A = B, d’ou le résultat.
Autre démonstration : on note A ’ensemble des parties de E de cardinal pair, B de ceux de cardinal

impair. Soit alors a € E. Soit f ’application définie par :

f: 2(E) — P(E) @ . . (6.35)
Xuialsia¢g X
X = { X\{a} siae X

Alors fo f = Idg (on dit que f est involutive / une involution). Donc f est bijective (car inversible,
d’inverse elle-méme). Donc f, par restriction, réalise une bijection de A sur son image, qui est évidemment

B.
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