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Chapitre -1

Goupes, Anneaux, Corps, Algébres.
Qu’est-ce ?

1 Groupes

(G, *) est un groupe si, et seulement si,

— % est une loi de composition interne, associative, avec un élément neutre noté e;
— tout élément g € G admet un inverse (dans G) :

Vge G, e, gxt=txg=ce

Le groupe (G, ) est commutatif ou abélien si, et seulement si, la loi de composition interne x*
est commutative.
Une partie H C G est un sous-groupe de (G, ) si, et seulement si,
- e€ H;
— % est stable sur H : Y(h,h') € H?, hxh' € H;
— stabilité de la prise d’inverse : Yh, h€ H = h™!' € H.

Une application u : (G, *) — (G,+) est un morphisme de groupes si, et seulement si,

V(g.9') € G*, ul(g=g') = u(g) - ulg')

Quelques exemples de goupes commutatifs : (Z,+), (R,+), (C,+), ...
Quelques exemples de goupes non commutatifs : (QK(E), o)7 (gﬁn(K), ><), e

2 Anneaux

(A, +, %) est un anneau si, et seulement si,

— (A, +) est un groupe commutatif ;
— % est une loi de composition interne, associative, avec élément neutre et distributive
par rapport a +.

L’anneau (A, 4, *) est dit commutatif si, et seulement si, la loi * est commutative.
Une partie B C A est un sous-anneau de (A, +, ) si, et seulement si,

— (B, +) est un sous-groupe de (A, +);
— % est stable sur B et I’élément neutre e € B.

Une application u : (A, +,*) — (A, ®, ) est un morphisme d’anneauz si, et seulement si,
Y(a,a’) € A% u(a+d) =u(a) Dula) et ulaxa)=ua)- ula)

Quelques exemples d’anneaux commutatifs : (Z, +, x), (K[X],+, x), ...
Quelques exemples d’anneaux non commutatifs : (£(E), +,0), (My(K),+, x), ...
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3 Corps

(K, +, *) est un corps si, et seulement si,

- (K, 4+, ) est un anneau ;
— tout élément non nul de K admet un inverse pour la loi *.

Le corps (K, +, %) est dit commutatif si, et seulement si, la loi * est commutative.
Quelques exemples de corps commutatif : (Q,+, x), (R, 4+, x), (C,+, x), (K(X),—i—7 ><) le
corps des fractions rationnelles & coefficients dans le corps K, ...

4 Algébre

(A, +, *,-) est une K-algebre si, et seulement si,

— (4,4, ) est un K-espace vectoriel ;
— (A, +, #) est un anneau;
~V(a,a’) € A2, VAEK, A-(axa’)=(\-a)xa’ =ax(\-b)
La K-algebre (A, +, %, -) est dite commutative si, et seulement si, la loi interne * est commuta-

tive.
Une partie B C A est une K-sous-algébre de (A, 4+, *) si, et seulement si,

— (B, +,) est un K-sous-espace vectoriel de (4, +,);
— % est stable sur B et I’élément neutre e € B.

Une application u : (A4, +,%,:) — (A, P, ®,®) est un morphisme d’algébres si, et seulement si,
Y(a,a') € A%, VA€ K, u(A-a+d)= oOula)uld), et ulaxa)=u(a)®u(a)

Quelques exemples d’algébres commutatives : (K[X], +, X), ...
Quelques exemples d’algébres non commutatives : (E(E)7 +, 0, -), (/\/ln(K)7 +, X, ~), .



Chapitre 0

All you ever wanted to know about
VECTOR SPACES
but were too afraid to ask!

1 Exemples d’espaces vectoriels

R™, C", K" ou K est un corps.

L’ensemble des suites & valeurs réelles, a valeurs complexes.

L’ensemble des fonctions définies sur un intervalle I C R, & valeurs réelles, complexes, ou a
valeurs dans R, dans C". Plus généralement, I’ensemble des fonctions définies sur un ensemble
quelconque X, & valeurs dans F, un K-espace vectoriel quelconque.

2 Applications linéaires

Soient F et F deux espaces vectoriels sur le méme corps commutatif K ; une application
u: E — F est linéaire si, et seulement si,

V(x,y) € E?, V(A 1) € K2, u(Ax + py) = Au(x) + puly)

L’ensemble de toutes les applications linéaires de E vers F' est un K-espace vectoriel ; il est
noté L(E, F).

L’image de w est Im(u) =u(F) ={y € F/3Ix € E, y = u(x)}.

Le noyau de u est ker(u) = {x € E / u(x) = 0}.

Un isomorphisme de E sur F' est une application linéaire et bijective.

Un endomorphisme de E est une application linéaire de F vers E. L’ensemble des endomor-
phismes de EF muni de I'addition et de la composition des applications est une K-algébre; il est
noté L(E).

Un automorphisme de E est un endomorphisme bijectif de E. L’ensemble des automorphismes
de E muni de la composition des applications est un groupe non commutatif; il est noté GL(E).

3 Comment montrer que I’ est K-espace vectoriel 7

En montrant I'une des propositions suivantes :
— F est un K-sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel connu F, soit
- 0¢€F,
-V, p) €eK? V(x,y), xeEFetye F = Mx+uy € F;
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— F est le sous-espace vectoriel engengré par une famille (vy,...,v,) de vecteurs, i.e.
F est Pensemble des combinaisons linéaires > ¢_; AiXy avec (A1,...,\p) € KP;

— F est le noyau d’une certaine application linéaire ;

— F est I'image d’une certaine application linéaire.

4 Comment montrer 1’égalité de deux sous-espaces vectoriels
FetG?

En utilisant I'une des propositions suivantes :

— la double inclusion : F C G et G C F';
— une inclusion suffit si on posséde un reseignement sur la dimension :

dim(F)=dim(G) et FCG = F=G

5 Comment montrer que la famille (vi,...,v,) est une base
de E7?

En utilisant I'une des propositions suivantes :

— la définition : la famille (v1,...,Vp) est une famille libre et génératrice de E;
— une seule propriété suffit si on posséde un renseignement sur la dimension :
dim(E) =p . .
la famille (v1,...,v,) est libre = la famille (vy,...,v,) est une base;
dim(F) = .
im( ) P . . = la famille (vy,...,v,) est une base.
la famille (v1,...,vp) est génératrice

6 Comment calculer la dimension d’un sous-espace vecto-
riel ?

En utilisant I'une des propriétés suivantes :

— la dimension de F est le cardinal, i.e. le nombre d’éléments, d’une base de F;
- si E=F®G, alorsdimE =dim F +dim G

—si F=F x G, alorsdimE =dim F +dim G;

-siF=F+G,alorsdimE =dimF +dimG —dim F NG,

— si E et F' sont isomorphes, alors dim £ = dim F';

— si F est I'image ou le noyau d’une application linéaire u € L(E, G), on utilise :

dim F = dim(Im u) + dim(ker u)

7 Comment démontrer que £ =F & G?

En utilisant I'une des propriétés suivantes :
— la définition :
vx e FE, MNy,z) e FxXG, x=y+z
— la caractérisation : E = F+ G et F NG = {0};
— une seule propriété suffit si on posséde un renseignement sur la dimension :

dim(E) = dim(F) + dim(G) } — E=FaQ,

EFE=F+G
dim(F) = dim(F) + dim(QG) _ )
FNG={o0} = E=FoG;



8 Comment calculer le rang de la famille (vq,...,v,)?

8 Comment calculer le rang de la famille (vy,...,v,)?

En utilisant I'une des propriétés suivantes :

— la définition : le rang d’une famille de vecteurs est la dimension de 1’espace vectoriel
engendré par cette famille, soit

rg(vi,...,vp) = dim(Vect{vy,...,vp})

— sila famille (v1,...,vp) est libre, alors rg(vi,...,v,) =p;
— si le vecteur v, est combinaison linéaire des vecteurs vy, ...,v,_1, alors
TE(V1, ey Vp) = 1E(V, e, Vpo1)
— soit B = (e1,...,e,) une base de E et V; la matrice colonne des composantes de v;

relativement a B, V; = Matg(v;), alors :
rg(vi,...,vp) =1g(Vh,...,V,)

— les manipulations sur les lignes L;, < L;, + ZDZ.O i L; laisse le rang invariant ;

— les manipulations sur les colonnes Cj, < Cj, + > j>jo A€ laisse le rang invariant ;

— le rang est le nombre de pivots non nuls de la matrice obtenue a la fin de la méthode
du pivot de Gauss.

9 Comment calculer la matrice d’une application linéaire ?

Rappelons la définition de la matrice de lapplication linéaire u € L(E, F) relativement aux
bases B = (e1,...,ep) de Eet C = (f1,...,f,) de F : si A; est la matrice colonne des composantes
du vecteur u(e;) relativement & la base C, alors

/\/lat&c (u) = [ai7j]1<i<n = (Al, ey An) S ./\/lmp(K)

NS

Siu € L(FE) est un endomorphisme de E, on prend B = C et

Matlg(u) = [ai,j]lgign = (Al, AR € Mn(K)
1<gsn
Comment calculer la matrice d’une application linéaire ? En utilisant I'une des propriétés sui-
vantes :
— la définition, voir ci-dessus;
— si u = A\ + pw, alors Matg(u) = AMatg(v) + uMatg(v) ;
— si u = vow, alors Matpg(u) = Matg(v) x Matg(w);
— utilisation d’une matrice de changement de bases P = Matg(B') = (Fi,...,Fy)
ot Fj = Matg(e}) est la matrice colonne des composantes du j¢ vecteur e} de la
nouvelle base B’ de E, relativement a la base B alors :

Matp (u) = A = P~YAP = Matg (B)Matg(u)Matg(B')
— plus généralement, en posant P = Matg(B’) et Q = Mat¢(C'), alors :

Matp ¢/ (u) = A = Q_lAP = Matc/(C)Matgﬁc(u)/\/latg(l?')
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12 Espaces vectoriels, compléments

K désigne I'un des corps R ou C; E et F sont des K-espaces vectoriels ; on note I (resp. Ir)
Papplication identique de E (resp. de F)).

1 Somme directe

Dans ce paragraphe, ¢ est un entier au moins égal & 2, et Ey, Fo, ..., E, désignent des K-sous-
espaces vectoriels de F.

1.1 Somme

Définition 1.1 (Somme de sous-espaces vectoriels).

a a q

On note ZEl I’ensemble {in / (X1,...,%Xq) € B1 X -+ X Eq}; ZEi est appelé somme
i=1 i=1 i=1

des sous-espaces vectoriels F;.

Remarques.
¢ 1 E; est 'image de lapplication linéaire ¥

\P:(le---;xq)GElX'~~><Eq»—>xl+...+xq

Ainsi, Y7 | E; est un K-sous-espace vectoriel de E et ¥ : By X -+ x Eg — Y1 E; =Im U est
une application linéaire surjective.
Si G; est une famille génératrice de E;, (J{_; G; est une famille génératrice de Y.7_; E;.

1.2 Somme directe

Définition 1.2 (Somme directe de sous-espaces vectoriels).
La somme Y7 ; E; est une somme directe si, et seulement si, 'application linéaire ¥

U (x1,...,Xq) — X1+ -+ Xq

est un isomorphisme d’espaces vectoriels entre Ey x --- X Ej et Zgzl FE; ; dans ce cas, la somme
q
est notée @ E;.
i=1

Théoréme 1.1 (Caractérisation d’une somme directe).
Les propriétés sutvantes sont équivalentes :

i) la somme > ] | E; est directe;

i) 1 1, E; est direct

(ii) la seule décomposition de O dans Y i, E; est Op = .7, O, ;
(’L’Ll) Vx € 2321 E;, 3!()(1, R 7Xq) eEF x--- X E‘q7 X = 23:1 X;

(iv) Vk € [1,¢ — 1], (X5, Ei) N Epy = {05}

PREUVE. Puisque V¥ est une application linéaire surjective, ¥ est un isomorphisme si, et seulement
si, ¥ est une application injective.
(1) < (it) car (i1) <= ker¥ = {0p} <= VU est injective <= ¥ est bijective.

(1) < (i13) car (iii) <= ¥ est bijective <= ¥ est injective.
(i) = (iv) Soient k€ [l,q— 1] et x € (Zle E;) N Egy1; il existe done (x1,...,Xy) € By X -+ X Ej, tel

que X = X1 + - + Xg, €.
\If(Xl,...,Xk,OEk+l,...,OEQ) :\Il(OEl,...,OEk,X,OEk+2,...,OEq)
et, puisque ¥ est une application injective

(le---7Xk70E;€+1;---70Eq) = (OEI;---;OEMX;OE;C+27---70EQ)
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ce qui montre que x = Og.
()  Supposons l'application ¥ non injective; il existe alors (x1,...,%q) € ker ¥ \ {Og}, i.e

X1 + -+ X4 = 0g avec (X;)1<i<q Don tous nuls. On pose ig = max{i / x; # 0} ; i¢ est un entier

au moins égal a 2 et
io—1
Xip = —(x1 + - + X4-1) € Ejy N (Z Ez)
i=1
ce qui est en contradiction avec ’hypothése ; ainsi ker ¥ est réduit & {0g} et ¥ est une application
injective. cqfd

1.3 Supplémentaire

Définition 1.3 (Sous-espace supplémentaire).
Deux sous-espaces vectoriels V' et W de E sont dits supplémentaires si, et seulement si, E est
la somme directe de V' et W, soit
E=VoeW

Théoréme 1.2 (Caractérisation des supplémentaires).
Les propriétés sutvantes sont équivalentes
(i) V et W sont supplémentaires (dans E) ;
(79) tout x de E s’écrit de maniére unique x =v +w avec (v,w) € V x W ;

(iii) V+W =E et VAW = {0}
PREUVE. C’est la démonstration précédente pour ¢ =2 et V+ W = E. cqfd

Exemple 1.1. Si P est un polynéme de K[X] de degré n+1, 'ensemble (P) = {AP/ A € K[X]}
des multiples de P et I’ensemble K,,[X] des polynémes de degré au plus n, sont supplémentaires
dans K[X].

‘K[X]:(P)@Kn[X] avec deg P =n+1

PREUVE. (P) et K, [X] sont des sous-espaces vectoriels de K[X] et la division euclidienne des
polynomes donne, pour tout B € K[X], I'existence d’un couple unique (4, R) € K[X] x K,,[X]
tel que B = AQ + R. cqfd

1.4 Cas de la dimension finie

Théoréme 1.3 (Somme directe et dimension).
Si E est un espace vectoriel de dimension finie, la somme 23:1 FE; est directe si, et seulement

s1,
dnn(j§:1z) ::jfj(hnlﬁg
=1 =1

PREUVE. VU : (X1,...,Xq) € E1 X+ X Ey — X1+ -+X4 € .1, E; est une application linéaire et
surjective ; ¥ est bijective si, et seulement si les espaces vectoriels Fy X - - -x E et Zgzl FE; ont méme
dimension ; or dim(E; x --- x Eg) = > | dim E;, ce qui démontre 1’équivalence annoncée. cqfd

Corollaire (Cas des supplémentaires).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et V un sous-espace vectoriel de dimension
p(p<n);
(i) tout supplémentaire de V est de dimension n —p;
(i1) soit W un sous-espace vectoriel de dimension n — p; W est un supplémentaire de V si, et
seulement si, VW = {0g}, ou bien si, et seulement si, V+ W = E.

PREUVE.
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) E=VaelW = dmFE=dmn(VeW)=dmV +dimW;

(49) seules les réciproques méritent une démonstration. Si VNW = {0g}, dim(V + W) = dimV +
dmW =n=dimFE,etdonc V4+W=EetVeW =E.SiV4+W=FE,dm(V+W)=dimFE =
n=dimV + dim W, ce qui montre que V¢ W = FE.

cqfd

Remarque. La connaissance d’un renseignement sur la dimension permet de diviser le travail par
deux!

2 Décomposition de ' en somme directe

2.1 Applications linéaires

Théoréme 2.1 (Construction d’applications linéaires).
Si E = @Y, E; et si, pour tout i € [1,q], w; € L(E;, F), il existe une unique application
linéaire w € L(E, F) telle que
Vie[l,q], wu

E;, = U;
PREUVE.
Analyse. Si x = x1 + - - - + X4 est la décomposition d’'un vecteur x € E suivant les facteurs Ej,
u(x) = u(x1) + - +u(xgq) par linéarité (2.1)

=ui(x1) + -+ uq(xq) car u

E; = U;

ce qui montre 'unicité de wu.

Synthése. Pour x € E, on pose u(x) = u1(x1) + - - - + uq(X4), ce qui définit u puisque la décomposition
X = X1 + - - - + X4 est unique. Par construction u|g, = u; et u est une application linéaire car pour
tout (A, pu) € K2

X=Xi+ X, Y=Yi+o Y = Ax+py = (%1 +pyr) oo+ (xg + pyg)
et
u(Ax + py) = ur(Ax1 + py1) + -+ ug(Axq + pyq)
= (Aua (1) + pun (y1)) + -+ + (Aug(xq) + pug(yq))
= AMua (1) + -+ +ug(xq)) + p(ui(yi) + - +uq(ye))
= Au(x) + pu(y)
cqfd

2.1.1 Projecteur
Soient £ =V @& W et x = v + w la décomposition de x suivant V' et W ; on pose
pyiX—v et pwixXx—w
On a alors les propriétés suivantes :
pvopv =pv, pv+pw =I1g, pvopw =pwopy =0,
kerpy =W, Impy =ker(lg —pv) =V, pvlyv =1Iv, pviw =0sw)
Réciproquement, si p est un endomorphisme de F qui vérifie pop = p, on a

(1) Imp =ker(Ig —p);
(#4) Imp et kerp sont supplémentaires (dans E) ;
(#it) p est le projecteur d’image Im p = ker(Ig — p) parallelement a ker p, i.e.

p|Imp = IImp et p|kerp =0
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2.1.2 Symétrie vectorielle

Si E = VaeW, la symétrie vectorielle par rapport a Vet parallélement a W est ’automorphisme
s de E tel que
s(x)=v—-w ie s=py—pw=2py—Ig
ol Xx = v + w est la décomposition de x suivant V & W.
On a les propriétés suivantes :

sly =1y, slw=—-Ilw, s=pv—pw, Ig+s=2py

sos=1Ig, st=s

Réciproquement, tout endomorphisme s de E qui vérifie s o s = I est la symétrie vectorielle
par rapport & ker(s — Ig) et parallélement a ker(Ig + s).

2.1.3 Affinité vectorielle

Si E =V @& W, Uaffinité vectorielle de direction V', de rapport A\ € K*, parallélement a W est
I’automorphisme a de E tel que
a(x) =Av+w

ol x = v+ w est la décomposition de x suivant V @ W ; a est caractérisé par aly = Ay et
alw = Iw et on peut encore écrire a = Apy + pw .

2.1.4 Projecteurs associés 4 une décomposition en somme directe

Si B = @3:1 E; et six = x; + -+ 4+ X4 est la décomposition de x suivant les facteurs F;, on
pose :
Pi t X = X

p; est le projecteur sur E; parallélement & i Ej et on a les propriétés suivantes
a
piopi=pi, i#j = piopj=pjopi=0, Zpi =Ip,
i=1

q

Imp; = E;, kerp; = @Ej
=1
J#i

L’application linéaire de (2.2) s’écrit w = uj o p1 + -+ + uq 0 pq.

2.2 Cas de la dimension finie

Définition 2.1 (Base adaptée 4 une somme directe).
Si E =@}, E; et si B; est une base de E;, la famille B = |J_; B; est une base de E; elle est
dite adaptée a la décomposition en somme directe de E.

PREUVE. #B =), dim E; = dim E; il suffit de montrer que B est une famille génératrice, ce qui
est le cas puisque | J; B; engendre ), F;. cqfd

Définition 2.2 (Base adaptée 4 un sous-espace vectoriel).
Si F est un sous-espace vectoriel de E, toute base de E dont les premiers éléments constituent
une base de F, est dite adaptée a F'.

Remarques.
Le grand intérét des bases adaptées, est de rendre « simple » la matrice d’'un endomorphisme.
Quelles sont les matrices des projecteurs, des symétries et des affinités dans des bases adaptées ?
Si B est une base de I, By,...,B, une partition de B, E; le sous-espace vectoriel engendré par
Bi, E est la somme directe des F; et B est une base adaptée a cette décomposition.



16

Espaces vectoriels, compléments

3 Applications linéaires

3.1 Isomorphisme de tout supplémentaire du noyau avec ’image

Théoréme 3.1 (Théoréme du noyau et de ’image).
Siu € L(E,F) etV est un supplémentaire de ker u, Uapplication

a:x eV —u(x)€lmu
définit un isomorphisme de V' sur Imu.
PREUVE. % est une application linéaire et
kera={xe€V/u(x)=0r}=kerunV =0g

ce qui montre l'injectivité de 4.
Pour tout y € Imu, il existe x € F tel que u(x) =y ; puisque E =V @ ker u, x se décompose
en v+ w avec (v,w) € V X keru, et

y = u(x) = u(v) + u(w) = u(v) = u(v)
et montre la surjectivité de . cqfd

Corollaire (Théoréme du rang). Si E est de dimension finie

‘ dim F = rgu + dim(ker u)

PREUVE. % est un isomorphisme donc conserve la dimension et dim V' = dim(Im u) = rgu ; d’autre
part, V et keru sont supplémentaires dans E, donc dim E = dim V' + dim(ker w). cqfd

Corollaire (Caractérisation des isomorphismes en dimension finie).
Si E et F sont deuz espaces vectoriels de méme dimension finie n et u une application linéaire
de E vers F, alors

u est un isomorphisme <= wu est injective <= dim(keru) =20
<= u est surjective <= rgu=n

PREUVE. C’est une conséquence immédiate de n = dim F = dim F = rgu + dim(keru) et des
équivalences
u est injective <= keru = {Op} <= dim(keru) =0

ainsi que des équivalences
u est surjective <= Imu =F <= dim(Imu) = dim F
cqfd

Corollaire (Caractérisation des automorphismes en dimension finie).
Si E est un espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E

‘u € GL(E) <= u est injective <= u est surjective <= dim(keru) =0 < rgu=n

3.2 Applications
3.2.1 Projection

Si V1 et Vo sont deux supplémentaires dans E' du méme sous-espace vectoriel W, la projection
py, de E sur V; paralléelement & W induit un isomorphisme de V5 sur V.

C’est une application du théoréme du noyau et de I'image : py, est une application linéaire
d’image V1 et de noyau W ; elle induit un isomorphisme de V5, supplémentaire de W sur son image.
En classe de troisiéme, ce théoréme porte le nom de « Théoréme de Thalés ».
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3.2.2 Formule de Grassmann

Si V et W sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie, on a

| dim(V N W) + dim(V + W) = dim V + dim W/

L’application u: (v,w) € VX W - v +w € V + W est linéaire et surjective. Son noyau vérifie
keru={(v,w) eV XW/v+w=0}={(v,—v)/veVnNnW}
ker u est donc isomorphe & VNW, ce qui donne

dim(keru) = dim(V x W) —rgu = dimV + dim W — dim(V + W)

3.2.3 Polynémes d’interpolation de Lagrange

Comment déterminer les polyndomes P qui prennent des valeurs données sur une famille (a;)",
d’éléments de K distincts deux a4 deux ? En utilisant 'application linéaire

u: P e K[X]+— (P(ap),...,P(a,)) € K"

Le noyau de u est constitué des polyndmes qui admettent pour racines les scalaires a;, i € [0,n] ;
keru est donc l'ensemble des multiples du polynome N = []! (X — a;). Puisque N est un
polyndome de degré n + 1, K,,[X] est un supplémentaire de (N) = ker u, donc est isomorphe a
Imu. Ainsi Imu est un sous-espace vectoriel de K"*! de dimension dim K, [X] = n + 1, donc
Imu = K" et P — (P(ag),...,P(ay)) réalise un isomorphisme de K, [X] sur K"+,

Pour i € [0,n], on pose
X —a;
L;= - 7
. H L i — Gy
jelo.n]\ {4}
Les L; sont des polyndémes de degré n qui vérifient
¥(i,j) € [0,n]%, Li(a;) = 3

Puisque > o AiLi(ax) = Y i g Aidik = i, la famille (Lo, ..., Ly) est une famille libre et maxi-
male, donc une base de K,,[X] et

(u|Kn[X])71(>‘Oa sy )\n) = Z N L;

u(P)=(Xo,.. ., An) <= FAEK[X], P=) NL;+ AN
=0

Si K, [X] et K"*! sont munies de leurs bases canoniques, déterminer la matrice de u|k ,[x] et son
inverse.

4 Dualité

E est un K-espace vectoriel, que 1’on supposera non réduit & {0g}.



Espaces vectoriels, compléments

4.1 Espace dual

Définition 4.1 (Forme linéaire).
Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E vers le corps des scalaires K.

Définition 4.2 (Espace dual ou dual).
Le dual de E est ’ensemble des formes linéaires sur F; il est noté E*. Rappelons que E* =
L(E,K) est un K-espace vectoriel.

Remarques.
Toute forme linéaire non nulle sur E est de rang 1, donc surjective.
Si E est de dimension finie, E* 'est aussi et

dim B* =dim £(E,K) = dim F

Exemples 4.1.
Les formes linéaires sur K" sont du type
Z1
(2K (1'1,...,1'n) GK”P—)Q1IE1+"'+QHIE" = (a’la"'van)

Tn

0o : f— fla), fr— f; fetd :f— f'(a) sont des formes linéaires sur, respectivement, C(R),
C([a,b]) et CL(R).

Si E est de dimension finie n, si B = (eq,...,e,) est une base de E et x = >, z;e; la
décomposition de x suivant B, les applications

pj:xeFE—ua

qui au vecteur x associent sa composante suivant e; relativement & B, sont des formes linéaires
sur E; on les appelle les formes linéaires coordonnées.

4.2 Hyperplan

Définition 4.3 (Hyperplan).
Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel qui admet une droite (vectorielle) pour sup-

plémentaire.
‘H est un hyperplan <= dec E, EzH@D:H@KeI
Remarques.
Tous les supplémentaires d’'un hyperplan sont des droites (vectorielles) puisqu’ils sont iso-
morphes.

Si E est de dimension finie n, les hyperplans de E sont les sous-espaces vectoriels de F de
dimension n — 1.

4.2.1 Caractérisation a 1’aide des formes linéaires

Proposition 4.1. H est un hyperplan si, et seulement si, H est le noyau d’une forme linéaire
non nulle.

PREUVE.

Soit e tel que H @ Ke = E; ainsi vx € F, Jl(h,\) € H x K, x = h + \e et lapplication
p:x € E+— X € K est une forme linéaire sur F dont le noyau est H.

Soient ¢ € E*\ {0g«} et e € E tel que p(e) # 0; pour tout x € F, on a

x—deckerp < 0=op(x—Xe)=p(x)—Ap(e) < A=
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ce qui montre que J!(h,\) = (x — )\e,%)e HxK et E = kerp @ Ke, i.e. kerp est un

hyperplan. cqfd

Remarque. Si ’H est un hyperplan et ¢ une forme linéaire sur £ de noyau H, on a
E=H®dKe < p(e)#0 < e¢ H

Alnsi, toute droite (vectorielle) D non contenue dans ’hyperplan H est un supplémentaire de H.

4.2.2 Equation d’un hyperplan

Proposition 4.2. Si'H est un hyperplan noyau de la forme linéaire @, toute autre forme linéaire
P s’annule sur H si, et seulement si, (p, 1)) est liée.

PREUVE.

Puisque la famille (p, ) est liée et ¢ # 0, il existe A € K tel que ¥ = \p; ainsi ker ¢ D kerp =
H.

Si ¢ est une forme linéaire dont le noyau contient H = ker ¢, p|n =0 = ¢|x. Si e ¢ H; alors

Y(e) = ap(e) en posant o = ZEE?, ce qui montre que ¥|ke = ap|ke. Par conséquent, ¥ = ap
puisque cette égalité a lieu sur H et Ke supplémentaires dans F. cqfd

Remarque. ¢ est une équation de H ; cette équation est unique & un coefficient multiplicatif non
nul prés.

4.2.3 Formes linéaires et vecteurs de F

Proposition 4.3. Si e est un vecteur non nul de E, il existe une forme linéaire sur E qui vaut
lene.

PREUVE. Appelons H un hyperplan supplémentaire de la droite Ke et notons ¢ une équation de
H ; puisque e ¢ H, ¥(e) # 0 et (z/;(e))flw convient. cqfd

Corollaire. Le seul élément de E qui annule toutes les formes linéaires sur E est Og, i.e.

ﬂ kerp = {0g}

pek*

4.3 Base duale

Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie » muni d’une base
B = (e1,...,e,); les composantes relatives & B d’un vecteur x de E sont notées (z1,...,2y).
Rappelons que E* est un espace vectoriel de méme dimension que F.

Les formes linéaire coordonnées ; : x — x; vérifient les relations d’orthogonalité de Kronecker

(i, j) € [1,n]?, wi(e;) = by (4.1)
Elles constituent une base de E* car elles forment une famille maximale et libre :
D i =0p = Vj€[l,n], 0= (Z Aisﬁi)(eg‘) =D Aiwiley) =D Aidij = A
i=1 i=1 i=1 i=1
Définition 4.4 (Base duale).

La famille des formes linéaires coordonnées (¢;)1<i<n relatives & une base B constitue une base
de E*; on la note B* et on 'appelle base duale de B.

Remarques. Si ¢ est une forme linéaire sur E, la coordonnée de ¢ suivant ¢; est ¢(e;) car
n n n
P=> Xigi = ole;) =D Nipiley) =Y Aidiy =
i=1 i=1 i=1

Si B est une base de E, B* est I'unique base de E* qui vérifie les relations 4.1.
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4.4 Equation d’un hyperplan en dimension finie

On note (x1,...,2,) les coordonnées d’un vecteur x de F relatives a la base B = (ey,...,e,).

Théoréme 4.4. H est un hyperplan de E si, et seulement si, il existe (a1,...,a,) € K"\ {0}
tel que
XEH < az1+ -+ a,x, =0

PREUVE.

Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E de noyau H; posons a; = ¢(e;) ce qui donne
o= 1 apiet:xeH=kerp <= 0=0(x) =21 api(x)=> 1 a;z;

Si a1z1 + -+ + apxy, = 0 désigne une équation de H, posons ¢ = > " | a;p; ; ¢ est une forme
linéaire non nulle puisque les coefficients a; ne sont pas tous nuls et H = ker . cqfd

Remarque. L’équation a1z + -+ + apx, = 0 est une équation de H, et toute autre équation
bix1 + -+ bz, = 0 vérifie

3)\#0, (bl,...,bn):/\(al,...,an)

5 Trace

5.1 Trace d’une matrice

Définition 5.1 (Trace d’une matrice carrée).
A toute matrice carrée A = [a;;] d’ordre n, on associe le nombre > ., a;; que 'on nomme
trace de la matrice A.
n
trA= Z i
i=1

Proposition 5.1 (Trace d’une combinaison linéaire de matrices).
tr est une forme linéaire non nulle sur M,,(K).

PREUVE. Elle est laissée aux soins du lecteur. cqfd

Remarque. On note E*J la matrice élémentaire de M., (K) dont tous les éléments sont nuls excepté
celui & lintersection de la i®™° ligne et de la j¥™° colonne qui vaut 1; la famille (E%7)1<; j<, est
une base de M,,(K) (appelée base canonique de M, (K)). La base duale B* = (¢"7)1<;, j<n vérifie

n

ce qui montre que tr est une forme linéaire non nulle.

Corollaire. ker(tr) est un hyperplan de M, (K) dont un supplémentaire est la droite (vectorielle)
des matrices scalaires, i.e. la droite dirigée par I, .

| Mo (K) = ker(tr) 6 K1,

PREUVE. Puisque tr est une forme linéaire non nulle, son noyau est un hyperplan ; puisque tr I,, =
n # 0, la droite dirigée par I,, est un supplémentaire de ker(tr). cqfd

Théoréme 5.2 (Trace d’un produit de matrices).
Si A et B sont deux matrices, A de taille n X p et B de taille p X n, les traces de AB et BA
sont égales.

¥(4,B) € M,, ,(K) x M, o(K), tr AB = tr BA
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PREUVE. AB (resp. BA) est une matrice carrée d’ordre n (resp. p) et

n P P n

tr AB = z": Z(z:: aisbsi) = Z Zaisbsi

i=1 i=1 s=1 s=11=1
D n p n

tr BA = Z (BA)j; = Z(Z bj7-a7-j) =D arbyr
j=1 j=1 r=1 j=1r=1

cqfd

5.2 Matrices semblables

Définition 5.2 (Matrices semblables).
Deux matrices carrées d’ordre n A et B sont semblables s’il existe une matrice carrée d’ordre
n et inversible P telle que B = P~ L AP.

‘A € M,(K) et B € M, (K) sont semblables <= 3P € GL,,(K), B= P 'AP

Remarques.
La matrice unité d’ordre n, I,,, n’est semblable qu’a elle-méme.
La matrice nulle d’ordre n, 0,,, n’est semblable qu’a elle-méme.
La relation « étre semblable & » est une relation d’équivalence.

Théoréme 5.3 (Endomorphisme et matrices semblables).
Siu est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie et si B et B’ sont deux
bases de E, les matrices Matg(u) et Matp: (u) sont semblables.

PREUVE. Notons P la matrice de changement de bases de la base B a la base B/, matrice dont les
colonnes sont les composantes des vecteurs de B’ relativement a B, soit P = Matg(B’). Dans ce
cas, on a :

Matp (u) = Matg (B)Matgs(u)Mats(B') = P~ Matg(u) P (5.1)
cqfd

Corollaire (Trace de deux matrices semblables).
Deuz matrices semblables ont méme trace.

(4, P) € M,(K) x GL,(K), tx(P~'AP) = tr A

PREUVE.
tr(P7YAP) = tr(P7Y(AP)) = tr((AP)P71) = tr(A(PP7!)) =tr A cqfd

Remarque. tr(ABC) = tr(BCA) mais tr(ABC) # tr(BAC) en général. Voici un contre-exemple :

E1,2E2,1E1,1 — El,lEl,l _ El,l _— tr(El,QEQ,lEl,l) = tr El,l -1
E271E172E1’1 _ E2’2E171 =0 — tr(El,QEQ,lEl,l) =0

5.3 Trace d’'un endomorphisme

Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie et B et B’ deux bases
de E, les matrices Matg(u) et Matp (u) sont semblables et donc leurs traces sont égales, ce qui
permet la

Définition 5.3 (Trace d’un endomorphisme).
On appelle trace d’un endomorphisme la trace de 'une quelconque de ses matrices.

tru = tr(Matg(u))
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Remarque. tr est une forme linéaire non nulle sur £(E) et L(F) = ker(tr) @ KiIg

Proposition 5.4 (Trace d’un projecteur).
La trace d’un projecteur est égale a son rang.

PREUVE. Sip est un projecteur et B une base adaptée a la décomposition F = ker(Ig —p) @ kerp,
la matrice de p relativement & cette base est

ce qui montre que trp =r = rgp. cqfd
Cette proposition ne caractérise pas les projecteurs : A = (? %) a une trace et un rang égaux

a 2, mais ne peut étre un projecteur car tout projecteur de rang maximum est l’identité.
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1 Groupe symétrique

n désigne un entier au moins égal a 2.

1.1 Généralités

Définition 1.1 (Permutation).
Une permutation d’'un ensemble X est une bijection de X sur lui-méme.

Définition 1.2 (Groupe symétrique).
S, désigne 'ensemble des permutations de [1,n] ; on 'appelle le groupe symétrique d’ordre n.
Une permutation s € G,, est notée

(1 2 ... n—1 n
T s s2) ... s(n—1) sn)
Définition 1.3 (Transposition).

La permutation qui échange ¢ et j et laisse les autres éléments invariants est appelée transpo-
sition et est notée 7; ;.

Définition 1.4 (Cycle).
Un cycle de longueur q (¢ < n) est une permutation ¢ telle qu'’il existe un sous-ensemble a ¢
éléments de {aq,- -+ ,aq} vérifiant

clar) = ag, claz) = as, ... ,clag—1) = aq, clag) = a1
les autres éléments restant invariants.

Exemples 1.1.
G4 contient deux éléments : la permutation identique et la transposition qui échange 1 et 2.
Les six éléments de &3 sont

3 .
3 )

2
2
. " 1 2 3 1 2 3 1 2 3
— trois transpositions : 7; = 13 9 , To = 3 9 1 et T3 = 5 1 3 :

— deux cycles de longueur 3 : ¢; = (; § ?) et co = <:1)) i g)

L . 1
— la permutation identique : e = 1

Théoréme 1.1 (Structure de groupe pour &,,).
Muni de la composition des applications, &, est un groupe de cardinal n! et non commutatif
pour n = 3.

PREUVE. Rappelons qu’une structure de groupe nécessite une loi de composition interne, associa-
tive, possédant un élément neutre et un symétrique pour tout élément.
— (81, 82) — 81 082 est une loi de composition interne : la composée de deux bijections est une
bijection ;
— la composition des applications est associative;
— Didentité de [1,n], que l'on note e, est une permutation; c’est I’élément neutre pour la
composition ;
— si s est une permutation, s~
(&, 0) est donc un groupe. cqfd

L en est une.

Remarques. ©,, contient exactement (Z) transpositions. Toute transposition est une involution :
T o T = e; une transposition est un cycle de longueur 2.
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1.2 Structure d’une permutation

Théoréme 1.2 (Décomposition d’une permutation).
Toute permutation de S, est un produit d’au plus n transpositions.

PREUVE. Effectuons une récurrence sur n.
G4 est un groupe a 2 éléments 7 et e = 7 o 7; la propriété est donc vraie pour n = 2.
On suppose la propriété vraie au rang n. Soit s € Gy, 41 ;

— sis(n+1) =n+1, on note s’ la permutation induite par la restriction de s a [1,n] ; s” est une
permutation de [1,n] et grace & '’hypothése de récurrence, s’ = 7{ o --- o 7}, avec k < n, ol
les 7/ sont des transpositions de &,,. On pose 7;(i) = 7}(i) si i € [1,n] et j(n+1) =n+1;
les 7; sont des transpositions de &,,41 et s=710--- 07y}

— sis(n+1) =p € [1,n], Tp,n+108s est une permutation qui laisse n+1 invariant et on retrouve
le cas précédent ; on peut écrire que 75,4108 = T10- - 0T avec k < n, et 8 = T 410710 - 0Ty,

Ainsi toute permutation s € &,,11 est un produit d’au plus n + 1 transpositions.

Le théoréme de récurrence montre que la propriété est vraie pour tout n. cqfd

Remarque.
La décomposition en produit de transpositions n’est pas unique; par exemple

(v AN
S=\3 1 4 92) T T24°T12°71,3 =T1,3073,4072,4

1.3 Signature d’une permutation

Définition 1.5 (Signature).

Soit s € &, ; on dit que le couple (i, j) avec i < j, présente une inversion pour s si s(i) > s(j).
On note I(s) le nombre d’inversions de s et on appelle signature de la permutation s le nombre
e(s) € {—1,1} défini par

e(s) = (-1

La signature de l'identité est 1 : e(e) = 1.

Théoréme 1.3 (Signature d’une transposition).
La signature d’une transposition est —1.

PREUVE. Soit 7 la transposition qui échange k et [, avec k < [ :

(12 . k=1 k k+1 ... I-1 1 I+1 ... n
=\t 2 .. k=1 01 k+1 ... 1-1 Kk I+1 ... n

Comptons le nombre d’inversions de 7 :
— les couples (i,7) avec i € [1,k — 1] U [l,n] et ¢ < j ne présentent pas d’inversion;
— le couple (k, j) avec k < j présente une inversion si, et seulement si, j appartient a [k+ 1,1],
ce qui fait [ — k inversion(s) ;
—siiek+1,l—1] et i < j, (¢,)) présente une inversion si, et seulement si, j = [, ce qui fait
I — 1 — k inversion(s).
ce qui donne I(7) = (I —k)+ (I —1—k) =2(l —k — 1)+ 1; ce nombre est impair et (1) =
(1)1 = —1. cqfd

Considérons maintenant le produit

Vo = H G-i)=[2-D]x[B-1)B-2)] x--x[(n=1)(n—2)...(n— (n—1))]
1<i<jgsn
Pour s € &,,, posons s-V,, = H1<i<j<n (s(j) — s(z)) Puisque s est une bijection, les (g) facteurs

de V,, se retrouvent, au signe prés, une et une seule fois dans s-V,, et s-V,, = (—1)I(S)Vn = e(s)Vp.
Ainsi :
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Proposition 1.4 (Expression de la signature).

s(j) —s(e
La signature d’une permutation s € &, est donnée par : £(s) = H M
1<icj<n  J T
Théoréme 1.5 (Signature d’un produit de permutations).
e est un morphisme du groupe (&,,0) sur le groupe {1, —1} muni de la multiplication, i.e.

V(s1,52) € B2, (51 0592) = e(s1) X (s2)

PREUVE. On a: (s1082) -V, = s1-(s2- Vi) = e(s1)(s2- Vi) = (s1)e(s2)Vy,. Puisque (s1082)-V,, =
(81 0 82)Vy, la formule annoncée est démontrée. cqfd

Corollaire. La signature d’une permutation produit de p transpositions est (—1)P.

2 Applications multilinéaires

2.1 Applications bilinéaires

Définition 2.1 (Bilinéarité). Soient E7, E5 et F' trois K-espaces vectoriels ; une application f
de F1 x E5 a valeurs dans F' est bilinéaire si

(i) pour tout x € Ey, 'application y — f(x,y) est linéaire;
(i) pour tout y € Fa, application x — f(x,y) est linéaire.

Si F =K, on parle de forme bilinéaire.

Exemples 2.1.

Le produit scalaire est une forme bilinéaire sur R3 x R?; le produit vectoriel est une application
bilinéaire de R? x R3 sur R3.

Soit A une K-algebre (par exemple K, K[X], M,,(K), L(E)); les applications

fri(@y)—ay, fo:(@y)—zytyz, fi:(zy)—ry—y

sont des applications bilinéaires de A x A vers A (le démontrer).

Si AZ K ou I([Xv]7 f2 = 2f1 et f3 =0.

Si A= M, (K) ou L(E), f3 n’est pas 'application nulle.
0:(f,9)— fab f(t)g(t) dt est une forme bilinéaire sur C([a, b], K) x C([a, b], K).
Y : (A, B) — tr(*AB) est une forme bilinéaire sur M, (K) x M, (K).

Définition 2.2 (Symétrie, antisymétrie, alternance).
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application bilinéaire de £ x E a valeurs
dans F'; on dit que

(i) f est symétrique siV(x,y) € E?, f(x,y) = f(y
(i1) f est antisymétrique siV(x,y) € E2, f(x,y)
(7i7) f est alternée siVx € E, f(x,x) =0p;

;%) 5
7f(yax) 5

Exemples 2.2.

Le produit scalaire est symétrique, le produit vectoriel est antisymétrique.

fo est symeétrique, f3 est antisymétrique et fi est symétrique si, et seulement si, A est une
algébre commutative.

@ est symétrique.

1) est symétrique.

Théoréme 2.1 (Antisymétrie et alternance).
Si f est une application bilinéaire de E x E dans F, f est antisymétrique si, et seulement si,
f est alternée.
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PREUVE.
Pour tout x € F, f(x,x) = —f(x,x) puisque f est antisymétrique, donc f(x,x) = 0p.
Pour tout (x,y) € E?, on peut écrire

fx+y,x+y)=0r puisque f est alternée
=fxx+y)+ f(y,;x+Yy)
=f(xx)+ f(x,y)+ fly,x) + f(y,y) puisque f est bilinéaire
= f(xy) + f(y,%) puisque f est alternée
ce qui montre que f(x,y) = —f(y, x). cqfd

2.2 Applications p-linéaires
p désigne un entier au moins égal a 2.

Définitions 2.3 (Application et forme p-linéaires).

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels; une application f de EP & valeurs dans F' est dite

p-linéaire si elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables, i.e. si pour tout j € [1,p] et
pour tout a; € E, k € [1,p] \ {j}, les applications

xGEHf(al,...,aj,l,x,ajﬂ,...,ap) el

sont linéaires.
L’ensemble des applications p-linéaires de E dans F' est noté L, (E, F).

Les applications p-linéaires de E vers le corps des scalaires K sont appelées formes p-linéaires

sur F.

Exemples 2.3.
1) Si ¢1,. . ., sont des formes linéaires sur F, ’application
¥ $p
fo(x1,..,%p) € EP = 1(x1) X -+ X pp(xp)
est une forme p-linéaire sur F.

(#4) L’application déterminant

r1 Y1

x,y) e K2 x K? —
( y) T2 Y2

‘ = T1Y2 — T2Y1

est une forme 2-linéaire (ou bilinéaire) sur K2.

(#4¢) L’application déterminant

1 Y1 2
(x,y,2) e K3 x K3 x K3 = |20 2 22
r3 Ys =3

= (21Y223 + T2y32z1 + ¥3y122) — (T3y221 + T1Y322 + T2Y123)
est une forme 3-linéaire (ou trilinéaire) sur K3.

Proposition 2.2.

(i) L’application nulle de EP vers F' est a la fois p-linéaire et linéaire.

(i) Soit f est une application p-linéaire de E dans F ; si l'un des vecteurs x; est nul, alors le

vecteur f(x1,...,%Xp) est nul.
(t31) Lp,(E,F) est un K-espace vectoriel.

PREUVE.
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(#i) f est une application linéaire par rapport a sa i®variable, et I'image de Og par une application
linéaire est Of.

(131) L,(E, F) est un sous-espace vectoriel de ’espace de toutes les applications de E? vers F.
cqfd

Définitions 2.4 (Symétrie, antisymeétrie et alternance).

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f une application p-linéaire sur E & valeurs dans
F'; on dit que

— f est symétrique si V(x1,...,x,) € EP, V(i,5) € [1,p],

i<j = fl.o.Xiyoo X)) =flo 0 X5, X, 000)
— f est antisymétrique si V(x1,...,x,) € EP, ¥(i,j7) € [1,p],
i<j = fl...,Xiyoo Xy ) =—=f( 0 X500, X4y )
— f est alternée si V(x1,...,%,) € EP, ¥(i,j) € [1,p],
i<jetx;=x; = f(....Xi,...,%Xj,...) =0p
Exemples 2.4. Reprenons les exemples précédents.

(1) f est symétrique

(i) et 4. Les déterminants sont antisymétriques et alternés. Pourquoi ?

Proposition 2.3. L’ensemble des applications n-linéaires symétriques et [’ensemble des applica-
tions n-linéaires alternées de E & valeurs dans F' sont des sous-espaces vectoriels de L,(E, F).

PREUVE.

Prenez vos ardoises et vos crayons.
Ecrivez-moi cette démonstration.

cqfd

Théoréme 2.4 (Symeétrie et permutation).
Soit f une application p-linéaire de E vers F' ; les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) f est symétrique;
(13) pour toute permutation s € &, et tout (x1,...,%xp) € EP

f(xs(l)v" '7Xs(p)) = f(xla' . ,Xp)

PREUVE.

La transposition 7; ; € &, qui échange i et j donne la symétrie.

La symétrie montre que la propriété est vraie pour toute transposition, et, puisqu’une permu-
tation est un produit de transpositions, une récurrence sur le nombre de transpositions montre le
résultat. cqfd

Théoréme 2.5 (Antisymeétrie, alternance et permutation).
Soit f une application p-linéaire de E vers F ; les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est alternée;
(i1) f est antisymétrique ;
(#9i) pour toute permutation s € &, et tout (x1,...,%Xp) € EP

F(Xs1) -+ Xa(p) = €(8) F(x1, -+, %p)
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PREUVE.
1. < 1. Soient 1 < i < j < p et Iapplication

gij: (xi,%5) € B> f(o. %4, .0,%5,...)

gi,; est bilinéaire puisque f est p-linéaire; donc g; ; est antisymétrique si, et seulement si, g; ; est
alternée, ce qui montre 1’équivalence.

115. <= 1. 1l suffit de prendre une transposition et f est antisymétrique puisque la signature d’une
transposition est —1.

it. = 111. La formule est vraie pour les transpositions. Puisque toute permutation s € &, se décompose
en un produit de transpositions s = 71 0 --- o 73 et puisque la signature de s vaut (—1)*, une
récurrence, sur le nombre k de transpositions, achéve la démonstration. cqfd

Théoréme 2.6 (Régle de calcul).
On ne change pas la valeur prise par une application p-linéaire alternée sur un p-uple de EP
en ajoutant a l'un des vecteurs une combinaison linéaire des autres vecteurs.

En particulier, toute application p-linéaire alternée prend la valeur Op sur tout p-uple qui
constitue une famille lice.

PREUVE. Soit f une application p-linéaire alternée sur E. En ajoutant la combinaison linéaire
2 j+k AjX; au vecteur X, on obtient

FOonxe+ Y A%, ) =l Xi )+ D N XX, )

ik 7k
=f(..,Xk,...) car f est alternée
Sila famille (x1,...,%p) est liée, 'un des vecteurs, par exemple xy, est combinaison des autres

vecteurs, et

FCoiXny ) =F D %) =Y Nf( X)X ,...) =05

i#k ik

puisque f est alternée. cqfd

Remarques.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie, la seule application p-linéaire alternée, avec
p > dim E, est 'application nulle, car, dans ce cas, toute famille de p vecteurs est liée. Les
seuls cas intéressants sont ceux ol p < dim E. Le programme nous demande d’étudier le cas ot
p=dimFE =n.

Soient F un espace vectoriel de dimension 2, B = (e, e3) une base de E et f une application
bilinéaire alternée sur E. Décomposons x = x1e1 + x2€2 et y = y1e1 + yseo sur la base B. On
obtient :

f(x,y) = z1y1f (e, e1) + z1y2f(e1, e2) + x2y1 f(e2, €1) + 2ya f(e2, €2)
= (x1y2 — x2y1)f(e1,e2) car f est alternée

f(e1,e2)

T Y1
T2 Y2

et on retrouve le déterminant des deux vecteurs x et y dans la base B.
Envisageons le cas d’un espace vectoriel F de dimension 3, muni d’une base B = (e, ez, e3).
Si f est une application trilinéaire alternée sur E, on obtient, de maniére analogue en ne notant
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que les termes non nuls :

f(x,y,2) = x1y223f(e1,e2,€3) + r1y322f(e1, e3,€2) + x2y123f(€2, €1, €3)
+ zoysz1 f(e2, €3,€1) + x3y122f (€3, €1, €2) + x3y221 f (€3, €2, €1)

= (($1y223 + x2y321 + T3y122) — (¥3Y221 + T1Y322 + m2y1z3))f(e1,e2,es)

1 Y z
=|z2 Y2 22| f(e1,ez, e3)
xr3 Ys z3

On retrouve le déterminant des trois vecteurs x, y et z dans la base

3 Déterminant de n vecteurs

B.

Dans cette section, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une base
B =(e1,...,e,); labase duale B* = (¢1,...,¢y) est définie par ¢;(x) = x; la coordonnée de rang
i relative & B. Nous étudions l'ensemble A (E) des formes n-linéaires alternées définies sur E et

f désigne une telle forme.

3.1 Déterminant de n vecteurs dans la base B

Soit (x1,...,X,) € E™; les composantes de x; dans B sont notées a; ; et pour f € A% (E), on
écrit,
n
f(xl,...,xn):f( ail,leil,XQ,...,Xn)
=1
n
= ai, 1f(es,X2,...,X,) linéarité de f par rapport a x;
=1
= Z (7PN I aimnf(eil, ce ,ein) n-linéarité de f
1<in, . yin<n
Etant donnés (iy, ... ,4,) € [1,n]", on pose s(k) = ix pour k € [1,n]. Si s n’est pas injective, deux

vecteurs e,(x) sont égaux et, puisque que f est alternée,

f(ein"-aein) = f(es(l)a-'-ves(n)) =0

Sinon s est bijective et appartient & G,,, et

f(ei1""7ein,) = f(es(l)""ves(n)) = E(S)f(ela---

Ainsi

f(X1, .., xpn) = Z Qiy,1 - @iy f (€65

1<i1,.0eyin<n

Z As(1),1 -+ - As(n)nf (€s(1), - - -

sEG,

= ( Z E(S)as(l),l .. .as(n),n)f(el, cee ,en)

seE6G,

s€n)

.,ein)

) es(n))

(52 0 o e

seE6,
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Posons i = s(j) soit j = s7'(i); on obtient [[}_, as;); = [[j=, @is—1(;); comme Papplication
s — s~ ! est une bijection de &,, (c’est méme une involution) et e(s™1) = (s)~! = &(s), on peut

écrire, en effectuant le changement d’indice de sommation o = s!

Z e(s) Has(j),j = Z 5(571)1_‘[%571(1') = Z 5(0)]:[%0(1')
j=1 i=1 i=1

SEG, s€6, oeG,

Définition 3.1 (Déterminant de n vecteurs dans une base).

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et B = (eq,...,e,) une base de E; on
appelle déterminant dans la base B et I’on note detg, 'unique forme n-linéaire alternée sur E qui
prend la valeur 1 sur B.

Si pour tout j € [1,n], x; = Y. | a; j€;, le scalaire det(x1,...,x,), appelé déterminant dans
la base B du n-uple (x1,...,%,) € E™, admet deux expressions
n n
detp(x1,...,%Xpn) = Z e(s) H ass),; = Z e(s) Haiﬁs(i) (3.1)
s€EG, Jj=1 s€EG, i=1

PREUVE. L’essentiel a été vu avant 1’énoncé du théoréme ; reste & prouver I'existence de ce gros
machin.
En utilisant les éléments ¢; de la base duale, on obtient

H As(j),j = H Ps(j)(X5) = Ps1)(X1) X -+ X Pg(n) (Xn)
j=1 j=1

ce qui montre la n-linéarité de ces produits par rapport a (x1,...,X,) et la n-linéarité de det B
par combinaison linéaire.
Soit 7 une transposition de &,, ; comme s — s o 7 est une bijection de &,, (c’est méme une

involution) et puisque e(s o 7) = &(s)e(7) = —&(s), on peut écrire
detg(xT(l), cen ,XT(n)) = Z E(S) H Q5 s(1(3)) = Z 75(5 o T) H Qi 5(7(3))
$€EG, i=1 s€6G, i=1
= - Z g(o) Hai,a(i)
cEG, i=1
en utilisant le changement d’indice 0 = so 7. cqfd

Théoréme 3.1 (Dimension de A (E)).
L’espace vectoriel A¥(E) des formes n-linéaires alternées sur un espace vectoriel E de dimen-
sion n est de dimension 1; il admet pour base (detp) et

Ve A (E), f=f(el,...,e,)detg = f(B)detp (3.2)
Théoréme 3.2 (Déterminant d’un systéme triangulaire de vecteurs).
Si chaque vecteur x; est combinaison linéaire des vecteurs (eq, . .., €;), autrement dit, sia; ; =0
pour i > j,
a1 ar2 ... QG1n n
0 a .oa
detp(x1,...,Xn) = 22 2l = Ham (3.3)
0 0 ... apn|

PREUVE. Soit s € &, telle qu’il existe jo avec s(jo) > jo; alors ag(;y),j, = 0 et H?Zl as(j),; = 0.
Dans la somme qui définit det(xy,...,Xy,), seuls les permutations s pour lesquelles s(j) < j pour
tout j € [1,n] peuvent données un produit non nul, ce qui impose a s d’étre la permutation
identique et donne le résultat. cqfd
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3.2 Caractérisation des bases

Théoréme 3.3 (Passage d’une base & une autre).
St B et B’ sont deux bases de E etV un n-uple de E™, on a

detB(B/) X detg (B) =1 (3.4)
detsr (V) = detr (B) x dets(V) (3.5)

PREUVE. detp: est une forme n-linéaire alternée a qui on applique la formule 3.2, soit
detg = detpr (B) detp
En prenant la valeur de ces expressions en B’ et en V, on obtient les résultats. cqfd

Théoréme 3.4 (Caractérisation des bases).
SiV = (v1,...,Vy) est une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n et si B
est une base de F,

‘V est une base de E <= detg(V) #0

PREUVE.

Si V est une base de E, detg()) n’est pas nul, car detg(V) x dety(B) = 1.

Par contraposée ; si V n’est pas une base de E, V est une famille liée () est maximale) et donc
detp(V) = 0 (image d’une famille liée par une forme n-linéaire alternée). cqfd

Exemples 3.1.
(¢) (1,7) est une base du R-espace vectoriel C.
On note B = (1,4) la base canonique du R-espace vectoriel C et
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(7i) Toute famille de (n + 1) polynomes de K,,[X] et échelonnés en degré est une base de K,,[X].
On note B=(1,X,...,X"™) la base canonique de K,,[X]; si P est un polynome de degré k < n,
on pose P, = Zf:o a; X" avec ayp # 0; la famille (Py, P, ..., P,) est un systéme triangulaire
de vecteurs et la formule (3.3) donne

detp(Po, P1,..., Pp) = H agk # 0
k=0

3.3 Orientation d’un R-espace vectoriel

Dans ce paragraphe, E est un espace vectoriel réel ; on ne peut orienter que des espaces sur le
corps des réels.

Définition 3.2 (Orientation de deux bases).
Deux bases ordonnées B et B’ du méme R-espace vectoriel E ont méme orientation si

detB(B') >0

Cette propriété définit une relation d’équivalence sur les bases de E :

— réflexivité : detg(B) =1>0;

— symétrie : detp(B’) > 0 implique detp (B) = (detB(B’))_l >0

— transitivité : detg(B’) > 0 et detg (B”) > 0 implique detp(B"”) = detg(B’) x detp (B"”) >0

Une base C de E étant choisie, cette relation d’équivalence définit une partition de I’ensemble
des bases de E en deux classes : CT et C™ :
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— C* est 'ensemble des bases B de E de méme orientation que C : detc(B) > 0;

— C~ est ensemble des bases B de E ayant l'orientation opposée a celle de C : det¢(B) < 0.

Choisir une de ces classes, c’est, par définition, orienter ’espace vectoriel réel E : toutes les bases
appartenant & cette classe sont appelées directes ou positivement orientées, les bases appartenant
a l'autre classe sont appelées indirectes, rétrogrades ou négativement orientées.

Dans R?, on décide que la base canonique (e, ez) est directe et que la base (e, e;) est rétro-
grade.

Dans R?, on décide que la base canonique (e1,ez,e3) est directe; les bases (ez,e3, e;) et
(es, e1, e2) sont directes ; les bases (er, e3,e2), (€2,€1,e3) et (—eq, eq, e3) sont rétrogrades (utilisez
un calcul de déterminant ou un petit coup de tire-bouchon, technique bien connue de tous les
amateurs de physique,. .. et de bon vin).

4 Déterminant d’un endomorphisme

Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n > 0 muni d’une base B = (e1,...,e,) et u

un endomorphisme de E. A toute forme n-linéaire alternée f sur E, on associe I’application ¢, (f)
définie par :

ou(f) s (x1,...,%xn) € E" > f(u(x1),...,u(x,)) € K (4.1)

L’application ¢, (f) est une forme n-linéaire, car u est linéaire et f est n-linéaire alternée. D’autre
part, application ¢, : f +— @,(f) est linéaire; ¢, est donc un endomorphisme de la droite
vectorielle A* (E), donc une homothétie, ce qui donne le

Lemme 4.1. Siu est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n, il existe
un unique scalaire A tel que

VfeALE), V(x1,...,%xn), f(u(x1),...,u(xy)) = Af(x1,...,%p) (4.2)

Définition 4.1 (Déterminant d’un endomorphisme).
Ce scalaire est appelé déterminant de u et noté det u.

Corollaire (Expression du déterminant d’un endomorphisme).
Si B est une base (quelconque) de E, le déterminant de u se calcule par

detu = detp (U(e1), ce ,U(en))

PREUVE. On utilise f = detp et (x1,...,%X,) = (e1,...,e,) = B dans la formule (4.2). cqfd

Remarque. L’expression du déterminant dans la formule précédente, est indépendante de la base
B choisie.

Théoréme 4.2 (Propriétés du déterminant d’un endomorphisme).
Si E est un K-espace vectoriel de dimension n, on a

(i) detIp=1;
(17) Yu € L(E), VA € K, det(Au) = A" det(u) ;
(i) V(u,v) € L(E)?, det(uov) = detu x detv.

PRrREUVE. Utilisons 'expression du déterminant d’un endomorphisme relativement a une base;
(1) det(Ig) = detg(B) = 1;

(ii) det(Au) = detg(Au(ey), ..., u(e,)) = A" det(u(er), ..., u(e,)) = A" detu;
(i4i) la formule (4.2) appliquée a f = detg et (x1,...,%,) = (v(e1),...,v(e,)) donne

det(u o v) = detg (u(v(el)), . ,u(v(en))) = detu detg(v(e1),...,v(e,)) = detu detv

cqfd
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Remarque. En général, det(u + v) est différent de detu 4+ det v. Donnons un exemple : si n > 2,
det(Ig + Ig) = det(21g) = 2™ # det Ig + det [ = 2.

Théoréme 4.3 (Caractérisation des automorphismes).
Soit u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n > 0; u est
inversible si, et seulement si, son déterminant n’est pas nul, et, dans ce cas, detu=1 = (detu)~?.

‘u € GL(E) <= detu # 0 et, dans ce cas, det(u™!) = (detu)~!

PREUVE. Soit B = (ey,...,e,) une base de E; u est inversible si, et seulement si, n = rgu =
rg(u(el),...,u(en)), i.e. si, et seulement si, u(B) est une base de E, soit si, et seulement si,
0 # detg u(B) = det u.

Si u est inversible, 4! ou = I ; on obtient 1 = det Ig = det(uou™') = det(u1) det u, ce qui
montre que detu~! = (detu)~!. cqfd

5 Déterminant d’une matrice carrée

Considérons une matrice carrée M d’ordre n > 1 & coefficients dans K ; on note a; ; le terme
général de cette matrice et C1,. . .,C), ses vecteurs colonnes ; on écrira indifféremment : M = [a; ;] =
(C1,...,Ch).

Appelons € = (E4,..., E,) la base canonique de M,, 1(K) ; le scalaire a; ; s’interpréte comme
la composante du vecteur colonne C; suivant E; relativement & la base canonique C, ce qui donne la

Définition 5.1 (Déterminant d’une matrice carrée).
On appelle déterminant de la matrice carrée M = [a; ], et I'on note det M, le déterminant
detg(Ch,...,Cyp) de la famille de ses vecteurs colonnes dans la base canonique de M., 1 (K).

Théoréme 5.1 (Déterminant de la transposée d’une matrice).
Si M = [a; ;] € Mn(K), on a

det M = det*M = Z e(s) ﬁas(j),j = Z E(S)ﬁai,s(i)
j=1 1=1

s€EG, s€G,
PREUVE. Le vecteur colonne C; a pour coordonnées (ai j,...,an ;) dans la base canonique de
M, 1(K). En changeant M en ‘M, on passe de l'une des expressions du déterminant a l'autre.
cqfd

5.1 Propriétés

Théoréme 5.2 (Déterminant d’une matrice triangulaire).
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments de sa diagonale principale.

PREUVE. Si M est une matrice triangulaire supérieure, on utilise 'expression (3.3) du déterminant
d’un systéme triangulaire de vecteurs.

Si M est une matrice triangulaire inférieure, !M est une matrice triangulaire supérieure ; I’éga-
lité det M = det ‘M donne le résultat. cqfd

Théoréme 5.3 (Déterminant de la matrice d’'un endomorphisme).
Siu est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finien > 1, le déterminant
de u est le déterminant de la matrice de u dans une base quelconque de E.

Pour toute base B de E, detu = det (Matlg (u))

PREUVE. Soit B = (eq,...,e,) une base de E; les composantes du vecteur colonne C; de
Matp(u) sont les composantes de u(e;) dans B, ce qui donne I'égalité det(u(er),...,u(e,)) =
dete(Ch, ..., Cy) = det(Matp(u)). cqfd
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Théoréme 5.4. Sin est un entier positif, on a
(i) detlI, =1;
(i1) VM € M,(K), VA € K, det(AM) = A" det(M) ;
(i73) V(M,N) € M,(K)?, det(MN) =det M x det N ;
(iv) M € GL,(K) <= det M # 0 et, dans ce cas, det(M~1) = (det M)~".

PREUVE. C’est la traduction matricielles des théorémes 4.2 et 4.3 consacrés aux déterminants
d’endomorphismes. cqfd

Proposition 5.5 (Déterminant de matrices semblables).
Deuz matrices semblables ont méme déterminant.

PREUVE. Si A et B sont semblables, il existe une matrice inversible P telle que B = P~ 1AP et
donc det(P~1AP) = det(P~1) det Adet P = det A. cqfd

Remarques.

Si M et N sont deux matrices carrées d’ordre n > 2, det(M + N) est (presque) toujours
différent de det M + det N.

L’application det est une application continue sur 'espace vectoriel normé M., (K), car ap-
plication polynomiale en les composantes des matrices. On en déduit que GL,,(K) est une partie
ouverte de M,,(K) comme image réciproque de la partie ouverte K\ {0} par ’application continue
det.

5.2 Régles de calcul du déterminant d’une matrice

Le déterminant d’une matrice carrée est une application n-linéaire alternée des wvecteurs co-
lonnes, et donc
— si on échange deux colonnes d’une matrice, le déterminant se change en son opposé;
— le déterminant d’une matrice dépend linéairement de chacun de ses vecteurs colonnes;
— on ne change pas la valeur du déterminant d’une matrice en ajoutant a I'un de ses vecteurs
colonnes, une combinaison linéaire des autres vecteurs colonnes;
— le déterminant d’une matrice est nul si I'un des vecteurs colonnes est nul, ou si I'un des
vecteurs colonnes est combinaison linéaire des autres vecteurs colonnes.
Puisque le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa transposée, on peut rem-
placer « vecteur colonne » par « vecteur ligne » dans les propriétés précédentes.

5.3 Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

Soient C = (&1, ...,€&,) est la base canonique de K", F’ le sous-espace vectoriel de K™ de base
C' = (ea,...,€,) et E” le sous-espace vectoriel de K™ de base C"” = (e1,...,e,-1). L’application
fi(x1,.. ., Xpo1) — dete(e1, X1, 00, Xp—1)

est une forme (n — 1)-linéaire alternée sur E’; elle est donc proportionnelle & deter, et comme
f(C") =dete(e1,€2,...,e,) =1, on a l'égalité

V(x1,...,Xn_1) € E', dete(e1,%x1,...,%Xn_1) = deter (X1, .+, Xn—1)
De méme, en utilisant la (n — 1)-forme linéaire alternée sur E”
g:(x1,...,xp—1) — dete(X1, ..., Xn-1,€n)
on obtient
V(x1,...,Xn—1) € E”, dete (X1,...,Xn—1,€n) = deter (X1, ..., Xn—1)

Nous venons de démontrer le
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Lemme 5.6. Si A € M,,_1(K), alors

On—1,1 A 01,n—1 1
Lemme 5.7. Si A e M,,_1(K) et B € M, _1(K), alors

1 B A Ol,n—l
............. =detA=|..............
On11 - A ‘B 1
PREUVE. On pose B = (b, ..., bs,); on effectue les transformations C; < C; —b;C1 pour j = 2..n;

ces transformations laissent le déterminant invariant et donnent :

Op-1,1 DA On—1,1 : A

De méme, en effectuant les transformations C; < C; — b;C,, pour j = 1..n — 1, on obtient :

cqfd
En utilisant ce lemme et une démonstration par récurrence, on retrouve le

Théoréme 5.8 (Déterminant d’une matrice triangulaire).
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des éléments de sa diagonale principale.

Lemme 5.9. Soient A€ M,(K), B e M, ,(K) et C € My ,(K); alors

I, : B A 0
......... =detA=1|.........
0 : A c o,

PREUVE. La démonstration s’effectue par récurrence sur p (ou sur ¢) en utilisant le lemme précé-
dent. cqfd

Théoréme 5.10 (Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs).
SiAe Mp(K), Be My (K) et C € M, 4(K), on a

......... =det A x det B
0 : B

PREUVE. On écrit la matrice dont on veut calculer le déterminant, comme un produit de deux
matrices du type précédent, en utilisant le produit matriciel par blocs

0 : B 0 : B) \0 : I,
Le lemme précédent et det M = det N det R donnent le résultat. cqfd
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6 Développement d’un déterminant suivant une rangée

6.1 Mise en place

Soient M = [a; ;] = (Ch,...,C,) une matrice carrée d'ordre n > 2, € = (En,..., E,) la base
canonique de M,, 1(K); pour j € [1,n], C; = Y. | a; jE;. Le déterminant de M se développe
suivant son j¢ argument en utilisant la linéarité et 'on a

,Cn) = Zakﬁj detg(Cl, N ) A Cn) = Z akﬁjA;w-
k=1

det M = dete(Ch,..., Y a;Eg,...
k=1 k=1

ot les déterminants Ay ; s’exprime par

a1 arj—1 0 a1+ ain
ak-1,1 ap—15-1 0 agp—1,541 Ak—1,n
Apj =1 ara akj-1 1 apji1 Ak,n
Q1,1 ap+15-1 0 Gpg141 Qk+1,n
an,1 Qn,j—1 0 An,j+1 Gn,n
soit, en effectuant (j — 1) transpositions de colonnes,
0 a1 ai,j—1 a1,j+1 ain
0 ag—1,1 Ok—1,j—1 Ok—1,j+1 Ak—1,n
i—1
Apy = (=177 |1  aka k-1 Qkjtl o Qkn
0 ag+11 Alt1,-1  Qk41,5+1 Gk+t1,n
0 Qn,1 An,j—1 An,j+1 An,n

ce qui donne, en effectuant (k — 1) transpositions de lignes,

1 ap; Qg j—1 Ak j+1 Qk,n
0 a1 ai,j—1 ai,j+1 ain
i—1)+(k—1
Apj = (—1)UD+E=D1g g oy k—1,—-1 Qk—1,j+1 Ak—1.n
0 ag+1,1 Ok+1,5—1  Ok+1,5+1 Ak41,n
0 an, 1 An,j—1 QAn,j+1 Qn,n
a1,1 a1,5-1 a1,5+1 a1,n
_ j+k |Qk—1,1 Qk—1,j—1 Qk—1,j+1 Akp—1,n| j+k )
=(=1) _ = (—1)7** det My
k41,1 Ak+1,5—1  Ak41,5+1 Ak4+1,n
Qn,1 An,j—1 An,j+1 Gn,n

Ainsi Ay ; = (—=1)**9 det My, ; ott My, ; est la matrice déduite de M par suppression de la k° ligne

et de la j° colonne.

Définitions 6.1 (Mineur, cofacteur).
Si M = [a;,;] est une K-matrice carrée d’ordre n > 2, on appelle

— mineur relatif a 'élément a; ;, le déterminant de la matrice carrée M; ; d’ordre (n — 1) et

déduite de M par la suppression de la ¢ ligne et de la j° colonne;
— cofacteur de a; j, le scalaire (—1)"7 det M; ;.

Théoréme 6.1 (Développement du déterminant suivant une rangée).

Si M = [a; ;] est une K-matrice carrée d’ordre n > 2 et A; ; le cofacteur de a; j, alors, pour

tout i et tout j dans [1,n], on a
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n
—det M = Z ak,jAg,j, développement du déterminant suivant la j¢ colonne ;

k=1
n

—det M = Z a; 1 A; |, développement du déterminant suivant la i° ligne.
k=1
PREUVE. La premiére formule a été démontrée. Pour la seconde, on utilise ’égalité du déterminant
de M et de sa transposée, et le développement de det !M par rapport & la i® colonne de ‘M, i.e.
la 3¢ ligne de M. cqfd

6.2 Matrice des cofacteurs

Définition 6.2 (Matrice des cofacteurs).
Si M = [a; ] est une K-matrice carrée d’ordre n > 2, on appelle matrice des cofacteurs ou
comatrice de M, et on note Com M, la matrice de terme général A; ;, le cofacteur relatif a a; ;.

Com M = [Ai,j] = [(71)1+] det Mi,j]

Théoréme 6.2. Pour toute K-matrice carrée M d’ordre n > 2, on a

| M {(Com M) = {(Com M) M = (det M)I,

PREUVE. Si, dans M, on remplace la j© colonne (ag, ;)i par (bg)x, le déterminant de cette nouvelle
matrice s’écrit ZZ:1 br Ay, ; : c’est le développement du déterminant par rapport a sa j© colonne.

Si la nouvelle colonne (b )1<k<n est la i® colonne de M, le déterminant est nul si ¢ # j, et vaut
det M si i = j, ce qui s’écrit

V(i 5) € [Lnl* ) akiAr; = 6;i(det M)
k=1
ou encore, puisque ({(Com M) M);; = > 1 _; Ak ki,
{Com M) M = (det M)I,,

Par une méthode analogue, que je vous encourage a rédiger, on montre que

V(i,5) € [Lnl* Y airAjk = 6i;(det M)
k=1

ce qui revient a écrire

M Y(Com M) = (det M)I,,

cqfd

Remarque. M — Com M est une application continue de M,,(K)dans M,,(K), car les compo-
santes de Com M sont polynomiales en les coefficients de M.

Corollaire (Inverse d’une matrice carrée).
Si M est une matrice carrée inversible d’ordre n > 2, on a

MeGL,(K) = M=

¢
= M (Com M)

Remarques. Exceptés les cas n = 2 et n = 3, cette formule ne peut servir au calcul numérique de
I'inverse car elle comporte trop d’opérations.

_fa ¢ 1 d -—c
M(b d)egﬁg(K)ﬁM ad—bc<—b a>

Par contre, elle est utile dans des questions théoriques ; par exemple, M — M ~1 est une bijec-
tion continue de GL,(K) (c’est méme une involution) car produit de deux applications continues.
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7 Exemple de calcul de déterminant

7.1 Déterminant de Vandermonde

Soient n > 1 et (ay,...,a,) € K"; alors
1 o a?_i
1 a9 ay”
V(a’17 aaﬂ) = 2 H (a’J a’Z)
.1. ) .a. ........ an_l <iSien
n n

PREUVE. S’il existe ¢ < j avec a; = a;, le déterminant posséde deux lignes identiques ; il est donc
nul et la formule est vérifiée. On envisage maintenant le cas ou les a; sont distincts deux & deux
et on effectue une démonstration par récurrence sur n.

Pour n =2, V(ai,a2) = a2 — a;.

En développant P(z) = V (a1, ..., an,x) par rapport a la derniére ligne, on remarque que P est
un polyndme de degré n et de coefficient dominant V (a1, ..., a,); on remarque aussi que P(a;) =0
(si ¢ = a;, le déterminant posséde deux lignes identiques) et P admet n racines distinctes. Ainsi,

P(X)=V(a,...,a,) [J(X —ax)
k=1

d’otu le résultat en remplacant X par a,4;.
Le passage du rang n au rang n + 1 se démontre aussi en manipulant les colonnes de la fagon
suivante :

Ci+1 < Cr41 —a1C;  pour k variant de n a 1

On a donc
—1
1 a ay X ay
1  as al” al
_ 2 2
Viar,...,an,an41) =
n
1 ang Upt1 Apta
1 0 0 0 0
1 ar—an as L a1a§72 al% —ajay 1
—
1 Un+1 — a1 Upy1 — A1Qpyy Opgg 1041
1 0 0 0 0
n —
1 a ay !
= [T(ex—an)
e S (TR PEPREPERERPRRERY =
1 1 apt1 any
n
= H(ak —a1)Vlaz,...,an41)
k=2

I

—
—
Q@
B
S

1<i<j<n+1

cqfd

7.2 Déterminant circulant (droit)

Soient n > 1 et (ay,...,a,) € K"; alors
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a; as an n n
" ‘ 2im
Clann . an) = an ai An-1| _ (Za Ck(s—l)) ou ¢ = eXp(—)
................... k=1 s=1
az as a1

7.3 Déterminant de Cauchy

Soient n > 1, (a1,...,an) € K" et (b1,...,b,) € K" tels que, pour tout i et j de [1,n], on ait
a; +bj # 0; alors

(a1 +b1)7" (a1 +b2)7 oo (a1 +b,)7! IT (a5 —a)v; —b)
(@ +b)~" (ar+b2)™" o (ar +bn)7H _ 1<ici<n

......... ___ H (Clz-i‘b])
(an +b1) ! (an + b2) to. (an +bn) ! (i,5)€[1,n]?

Application au déterminant de la matrice de Hilbert H, = [(i + j) ']

[11% 20 x - x (n— 1)!]’n!

det H, =
¢ (n+ DI x (n+2)! x x (2n)!

8 Reésolution des systémes linéaires

8.1 Quelques notations

Soient n et p deux entiers au moins égaux a 1, et &€ = (E1,...,E,) la base canonique de
M, 1(K). A toute matrice M = [a; ;] = (C1,...,Cp) € M, ,(K), on associe I'application linéaire
u de KP vers K" telle que :

/\/lat&c (u) =M
Pour j € [1,p], on note ¢; = (a1 j,...,an;) = 'C; € K", b = (by,...,b,) = ‘B € K" et
x = (z1,...,2,) = X € KP divers vecteurs.
Tout systéme linéaire (£) de n équations & p inconnues peut s’écrire de maniére
a1101 + - Fapr, = by
— analytique : 02181+ F agpTp = by
an,1T1 + + an plp = bn

P P
— vectorielle : ijcj = b ou encore ijCj =B
j=1 j=1
— matricielle : M X = B;
— fonctionnelle : u(x) = b.
Les rangs de M, de u, de la famille de vecteurs (b1, ...,b,) ou de la famille (C,...,C,) sont
égaux ; cet entier est noté r et appelé rang du systéme linéaire (L).

8.2 Cas des systémes de Cramer

Définition 8.1 (Systémes de Cramer).
Un systéme linéaire (£) de n équations & n inconnues est appelé systéme de Cramer si, et
seulement si, I'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée
(i) n=p=r;
(ii) M € GL,(K);

(#i7) w est inversible.
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Théoréme 8.1 (Formules de Cramer).

Avec les notations précédentes, l'unique solution d’un systéme de Cramer est donnée par
o det Mj
~ det M

Vi el,n], z;
ot M; est la matrice déduite de M en remplagant le vecteur colonne C; par le second membre B.
PREUVE. X ='(21,...,,) est solution de (L) si, et seulement si, >°*_, 2;C; = B. On a donc

deth = det(C’l,. ..7Cj717B7Cj+17.. ,Cn)

p
=det(Cy,...,Cj-1, Y 2xCh, Cji1, ..., Cn)
k=1

P
= Z xpdet(Ch,...,Cj21,Ck, Cjix1, ..., Ch) (det est n-linéaire)
k=1

=Ty det(C’l, ey Cj*l; Cj, Cj+1, ey Cn) (det est alterné)
=xjdet M
Puisque det M # 0, on a le résultat annoncé. cqfd

8.3 Cas des systémes homogénes

Un systéme linéaire est dit homogéne si le second membre b est nul; il admet toujours au
moins une solution : la solution nulle.

L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne est un sous-espace vectoriel de KP
de dimension p — r, c’est ker u ; il suffit d’en exhiber une base.

8.3.1 Cas particulier : p=n+1,r=n

Les solutions d’un systéme linéaire homogéne de n équations a n 4+ 1 inconnues et de rang
maximum n constituent une droite vectorielle ; il suffit donc d’exhiber une solution non nulle.

Appelons M; la matrice carrée d’ordre n déduite de M par suppression de la j° colonne et
M la matrice carrée d’ordre n + 1 obtenue en ajoutant a M la ligne (b1,...,b,41); det M; est le
mineur de M relatif & b; et le développement de M suivant sa derniére ligne donne

n+1
det M = " b;(—1)"""7 det M;
j=1

Au lieu de compléter M par la ligne (b;);, complétons-la par sa i® ligne (a; ;);; dans ce cas, M
posséde deux lignes identiques et I'égalité précédente devient

n+1 n+1
Vi € [[1,’11]], 0= Zam(—l)’”‘l“ det Mj = (_1)n+1 Z am(—l)j det Mj
J=1 j=1

ce qui signifie que ((fl)j det Mj)j est une solution du systéme, solution non nulle puisque M est
de rang n.Cette solution constitue donc une base de la droite vectorielle des solutions.
8.3.2 Intersection de deux plans de K?

Considérons le systéme homogéne

(H) (P1) : urz + v1y + w1z =0
"1 (P2) s usx + vay +woz =0
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avec (u;, v, w;) # 0 pour i =1 et ¢ = 2. On pose

dy = U1 w1 dy = wyp Ui (U1 w1 da — u; V1
vy wal|’ w2 U2 uy we|’ P |ug wa|’
up v1 wa up v w

Ay =|ug v2 w2,A2=u2 V2 W2
up v1 wa U2 V2 W2

En développant Ay et As suivant leur derniére ligne, on trouve A; = 0 = uyd; + vids + wids et
AQ =0= U2d1 + ’UQdQ + ’w2d3.

Si les deux plans (P;) et (P2) sont identiques, alors (d1,ds,ds) = 0. Sinon, (d1,ds,ds) dirige
la droite P; NPy. Dans R? euclidien, le vecteur (di, d2, d3) s’interpréte comme le produit vectoriel
des vecteurs (u1,v1,w1) et (ug, va, we) normaux respectivement a (P1) et (Pz).

9 Deéterminant et rang

Le rang d’une matrice M = [a; ;] = (C1,...,Cp) = YL, ..., L,) € My, ,(K) est le rang de ses
vecteurs colonnes (C;);eq1,p) Ou celui de ses vecteurs lignes (L;);c[i,n] car le rang d’une matrice
est égal & celui de sa transposée ; on a donc :

rg M < inf(n, p)

Définition 9.1 (Matrice extraite).
Si I est une partie non vide de [1,n] et J une partie non vide de [1,p], on appelle matrice
extraite de M associée a I et J, la matrice R = [a; ;] oui € [ et j € J.

Lemme 9.1. Le rang d’une matrice extraite de M est inférieur ou égal au rang de M.

PREUVE. Soit R une matrice extraite de M associée a I et J. Considérons la matrice Q extraite
de M et associée & [1,n] et J; les vecteurs colonnes (C;),cs de @ constituent une sous-famille
des vecteurs colonnes de M, donc rg@ < rg M.

De méme, les vecteurs lignes (L;);c; de R constituent une sous-famille des vecteurs lignes de
Q, dourg R <rgQ, et le résultat. cqfd

Théoréme 9.2 (Caractérisation du rang d’une matrice).
Le rang d’une matrice non nulle est l'ordre maximal des matrices carrés inversibles extraites.

PREUVE. Soit M € M,, ,(K) une matrice non nulle.

L’ensemble des ordres des matrices carrées inversibles extraites de M n’est pas vide, car il
contient 1 puisque M n’est pas la matrice nulle, et est majoré par rg M d’apreés le lemme. On note
r son plus grand élément; on a donc 1 < r < rgM.

De la famille (C1,...,Cp) des vecteurs colonnes de M, on peut extraire une sous-famille libre
(C) e de cardinal rg M ; on note () la matrice extraite de M associée a [1,n] et J, et rgM =rg Q.
Des vecteurs lignes (Ly,...,L,) de @, on peut encore extraire une sous-famille libre (L;);c; de

cardinal rg @) ; on note R la matrice extraite de M et associée & I et J et rg R =1rg Q.

R est une matrice carrée de rang maximum (#I = #J = rgR = rg@ = rg M), donc une
matrice inversible. En conséquence, r > rg M.

Finalement r est égal au rang de M. cqfd

Corollaire (Caractérisation des familles libres).

Si F = (c1,...,¢p) est une famille de p vecteurs d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie n, si M = Matp(F) € M, »,(K) est la matrice des composantes de F relatives a une base
B de E, F est une famille libre si, et seulement si, il existe une matrice carrée d’ordre p, extraite
de M et de déterminant non nul.
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Réduction des endomorphismes et des matrices

1 Sous-espaces vectoriels stables

1.1 Généralités

Définition 1.1 (Sous-espace vectoriel stable).
Soient £ un K-espace vectoriel et v un endomorphisme de E'; un sous-espace vectoriel F' de
E est dit stable pour u si, et seulement si, u(F') est inclus dans F.

‘F est stable pour u <= Vx, x € FF = u(x) € F

Proposition 1.1 (Stabilité et famille génératrice).
F' est un sous-espace vectoriel stable pour u si, et seulement si, l'image par u d’une famille
génératrice de F' est contenue dans F'.

PREUVE. La condition nécessaire est évidente : les éléments d’une famille génératrice de F' sont
des éléments particuliers de F'.

Si (f1,...,f,) engendre F, alors (u(f1),...,u(f,) engendre u(F), grace a la linéarité de u :
P P
X:Z)\jfj cl — U(X) = Z)\Ju(fj) GU(F)
j=1 j=1
ce qui donne la condition suffisante cqfd

Proposition 1.2 (Application induite sur un sous-espace vectoriel stable).
Si u est un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel stable pour w, Uapplication
v:X € F v u(x) induite par u sur F, est un endomorphisme de F.

PREUVE. L’application v est a valeurs dans F' et est linéaire puisque u 'est. cqfd

Théoréme 1.3 (Stabilité de ’image et du noyau).
Siu et v sont deuxr endomorphismes de E qui commutent, Imu et keru sont stables par v.

PREUVE. Soit y = u(x) un vecteur quelconque de Imu, son image par v, v(y) = v(u(x)) =
u(v(x)) reste dans Imu.
Si x est élément de keru, alors u(v(x)) = v(u(x)) =v(0) = 0, et v(x) reste dans keru. cqfd

1.2 Cas de la dimension finie

FE est un K-espace vectoriel de dimension finie n ; rappelons que si F' est un sous-espace vectoriel
de dimension p, toute base de E dont les p premiers vecteurs constituent une base de F', est appelée
base de E adaptée a F. Le théoréme de la base incompléte montre ’existence de telle base.

Théoréme 1.4 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels stables).

Soient F' est un sous-espace vectoriel de E, B une base de E adaptée a F et u un endomorphisme
de E ; alors F est stable pour u si, et seulement si, la matrice de u relativement a B est triangulaire
supérieure par blocs, soit

A B

Matg(u)=|.........

0 C
PREUVE. Soit B = (e;,...,€p,€p11,...,€,) une base de E telle que les p premiers vecteurs
(e1,...,ep) constituent une base de F'; F' est stable par u si, et seulement si, pour tout j € [1, p],

u(e;) est dans F. Or, u(e;) = Y. | a; ;€; appartient a F' si, et seulement si, a; ; = 0 pour i > p,
i.e. si, et seulement si, les p premiéres colonnes de la matrice de v ont des 0 & partir de la ligne
(p+1). cqfd
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1.3 Généralisation

P
Si F = @ F;, et si B; est une base de F}, B :Ule B; est une base de I adaptée a cette
i=1

décomposition en somme directe.

Théoréme 1.5. Soient E est un K-espace vectoriel de dimension finie, F,..., F, des sous-
espaces vectoriels dont E est la somme directe, B une base de E adaptée a cette décomposition et
u un endomorphisme de E ; alors u stabilise les sous-espaces F si, et seulement si, la matrice de
u relativement a B est diagonale par blocs, i.e.

A; 50 1o 0
Matg(u) = | 0 Az 0
0 @ 0 i - i A

En appelant u; ’endomorphisme induit par « sur le sous-espace stable F}, A; est la matrice
de u; relativement a la base B; et

detw =det Ay x -+ x det Ay, =detu; x -+ x detwu,

Si D est une droite vectorielle, tout endomorphisme de D est une homothétie ; ainsi, si D est
une droite vectorielle de F, stable pour u, I’endomorphisme de D induit par u est une homothétie
de D ce qui donne le

Théoréme 1.6 (Endomorphisme de matrice diagonale).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, B = (eq,...,e,) une base de E et u un
endomorphisme de E ; alors, la matrice de u dans B est diagonale si, et seulement si, pour tout
j €[1,n], la restriction u; de u & Ke; est une homothétie.

1.4 Drapeau

Définition 1.2 (Drapeau).
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, un drapeau est une suite (E1, ..., E,)
de sous-espaces vectoriels de F, croissante pour l'inclusion et telle que dim Ey = k.

Soit B = (e1,...,e,) est une base de E; on définit E), = @le Ke; le sous-espace vectoriel
engendré par les k premiers vecteurs de B; la suite (Eq,...,F,) est un drapeau de F, c’est le
drapeau associé & B.

Réciproquement, & tout drapeau (E1,..., FE,) de E, on associe une base B = (ey,...,e,) de

E telle que By = ®F_| Ke;; c’est la base adaptée au drapeau (Ey, ..., E,).

Théoréme 1.7 (Endomorphisme de matrice triangulaire).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, (E1,...,Ey,) un drapeau de E, B une
base adaptée a ce drapeau et u un endomorphisme de E ; alors, u stabilise les E} si, et seulement
si, la matrice de u relativement a B est une matrice triangulaire supérieure.

PREUVE. Pour tout k € [1,n], 'image de Fj, est contenue dans Fj, si, et seulement si, u(ey) est
dans Ey. Si (a;;); sont les composantes de u(e;) dans B, u(ey) appartient & Ej, si, et seulement
si, a; , est nul pour ¢ > k. cqfd

2 Polynomes d’un endomorphisme

2.1 Puissance d’un endomorphisme

Définition 2.1 (Puissance d’un endomorphisme).
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Si u est un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E, on définit, par récurrence sur k € N,
les puissances k® u* de u en posant

wWW=Ig et VkeN, o' =uFou
Proposition 2.1. Pour tout entier naturel p et q, on a uP o ud = uf o u? = uP+9,

PREUVE. Montrons que u? o u? = uPT¢ en effectuant une récurrence sur ¢q. La formule est vraie
pour ¢ =0 et

uP oud™ = wuP o (ulou) = (uP oud) ou = uPT oy = yPTIt!
La seconde égalité se montre en échangeant le role de p et q. cqfd

Remarque. Les endomorphismes u? et u¢ commutent pour tout entier naturel p et q.

Proposition 2.2 (Noyaux itérés).
Si u est un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E,
(1) la suite (keruP), est croissante pour l'inclusion ;
(ii) si l’ensemble {p € N /keru? = ker uPT1} n'est pas vide, il possede un plus petit élément noté
iy, appelé indice de u ; dans ces conditions

Vg € N, keru™*? = keru' et {0} & keru & --- ¢ keru'™
(ti1) si E est de dimension finie n > 1, Uexistence de i, est assurée et i, < n.

PREUVE.
(i) L’implication u?(x) = 0 = 0 = u(uP(x)) = uP(x) vraie pour tout p € N et tout x € F,
montre I'inclusion ker u? C ker uP*1.

(ii) Remarquons que keru? = keruP*! = keruP™ = keruP*?; il suffit de démontrer I'inclusion
ker uP*? C keruPt!. Or, x € keruP™? s'écrit 0 = uP*2(x) = uPT!(u(x)), soit u(x) € kerur*?;
comme ker u?™! = ker u?, on obtient 0 = u” (u(x)) = uP*!(x) et x € keruP*!. Par récurrence sur
g, on montre que ker u? = ker uP*4.

Si Pensemble {p € N / ker u? = ker uPT1} n’est pas vide, il contient un plus petit élément noté
iy. L'égalité ker u’* = keru’»T! montre que pour tout ¢ € N, keru’ = keru'=*9, et puisque i,
est le premier entier qui vérifie 1'égalité ker uP? = ker uP1, la suite (ker uP)pefo,i,] st strictement
croissante pour l'inclusion.

(¢44) Silasuite (ker u?), est strictement croissante pour I'inclusion, la suite (dim ker u?), des dimensions
est strictement croissante ; comme ces dimensions sont majorées par n, la dimension de F, il y a
contradiction ; I'existence de i, est donc assurée et i,, < n.

cqfd

Remarques.
Un endomorphisme nilpotent u posséde un indice, il est donné par

iy, =inf{p € N /keru? = E} =inf{pe N /u” =0}
La dérivation D de K[X] n’a pas d’indice; la suite des noyaux itérés (ker D?), = (K,_1[X]),
n’est pas stationnaire.

2.2 Polyndémes d’un endomorphisme ou d’une matrice

Définition 2.2 (Polynéme d’un endomorphisme).
Si v est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ et P = ap + a1 X + --- + a, X? un
polynéme a coefficients dans K, on pose

P(u) = aplg + a1u+ - + apu?

P(u) est un polynoéme de l’endomorphisme w.
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Définition 2.3 (Polynéme d’une matrice).
De méme, si M est une matrice carrée d’ordre n, on pose

P(M) :aOIn+a1M+---+apMp
P(M) est un polynéme de la matrice M.

Remarque. Rappelons quun polynoéme P peut s’écrire P = >, a; X" ou la suite (a;); est nulle &
partir d’un certain rang ; dans ces conditions, P(u) = >, a;u’ et P(M) =", a;M".

Proposition 2.3 (Régles de calcul, cas des endomorphismes).
L application ¢, : P € K[X]| — P(u) € L(E) est un morphisme d’algébre ; en particulier

Vu € L(E), V(P,Q) € K[X]?, (PQ)(u)= P(u)oQ(u)

PREUVE.

(pu()\P + ,UQ) = Zz()\a’l + Mbi)uz = )‘Zz a;u’ + Zz bju' = )‘SOU(P) + MQPU(Q)

ou(l) = Ik

Quant & I'égalité ¢, (PQ) = vu(P) o v, (Q), on commence par la démontrer pour Q = X* :

ou(PXF) = Zaiu”k = (Z au’) ouF =y (P) oy (X*)
puis dans le cas général Q = >, bp X k en utilisant la linéarité de ¢, :
u(PQ) = 0u (D bePX™) = 3 bipu(PXY) = 3 b (P) o u(X*)
k k k
= pu(P)o (Z bkwu(Xk» = pu(P) o pu(Q)
k

cqfd

Proposition 2.4 (Régles de calcul, cas des matrices).
L’application opr : P € K[X] — P(M) € M,(K) est un morphisme d’algébre ; en particulier

VM € M, (K), Y(P,Q) e K[X]*, (PQ)(M)=P(M)Q(M)
PREUVE. Méme démonstration que précédemment. cqfd

Puisque u? commute avec u?, les endomorphismes u et P(u) commutent, ainsi que P(u) et
Q(u), ce qui donne la

Proposition 2.5 (u-stabilité de ker P(u) et de Im P(u)).
Pour tout polynéme P a coefficients dans K et tout endomorphisme u de E, Im P(u) et ker P(u)
sont stables par .

3 Valeurs propres, vecteurs propres d’un endomorphisme

FE est un K-espace vectoriel de dimension finie ou non et v un endomorphisme de F.

3.1 Droite stable par un endomorphisme

Si u est un endomorphisme de E et D une droite (vectorielle) stable pour u, u|p est un
endomorphisme de D, donc une homothétie de D ; il existe donc un unique scalaire A, dépendant
de D, tel que

ulp=Ap ie VxeD, ux)=2Ax
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3.2 Vecteur propre

Définitions 3.1 (Vecteur propre, valeur propre associée).

Si u est un endomorphisme de F, tout vecteur e non nul qui dirige une droite vectorielle stable
pour u est appelé un vecteur propre de u.

Le rapport de 'homothétie induite par u sur D = Ke est appelé valeur propre associée au
vecteur propre e.

‘e # 0 est un vecteur propre pour u <= D = Ke est stable par v <= 3\ € K, u(e) = le

Remarques.

La valeur propre associée & un vecteur propre est unique.

Un vecteur non nul e est un vecteur propre si, et seulement si, la famille (e,u(e)) est une
famille liée.

Si e est un vecteur propre pour u, tous les vecteurs non nuls de la droite stable Ke sont des
vecteurs propres pour u et sont associés a la méme valeur propre. Remarquons donc que, si e est
un vecteur propre de u associé & la valeur propre A, pour tout @ € K*, ae est encore un vecteur
propre de u associée a la méme valeur propre .

Exemples 3.1.

Tous les vecteurs non nuls de E sont des vecteurs propres pour Ig associés a la valeur propre 1
(resp. des vecteurs propres pour Oz(g), associés a la valeur propre 0).

Les rotations vectorielles planes d’angle non nul modulo 7, n’admettent aucun vecteur propre.
Les vecteurs propres des rotations vectorielles de l'espace d’angle non nul modulo m, sont les
vecteurs non nuls de leur axe et sont associés a la valeur propre 1, ce sont des vecteurs invariants.

3.3 Valeur propre

Définitions 3.2 (Valeur propre, spectre).

Soit u est un endomorphisme de E; on appelle valeur propre de u, tout scalaire A tel qu’il
existe un vecteur x non nul de E vérifiant u(x) = Ax.

L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme u est appelé le spectre de u et noté sp u.

‘)\Gspu < IXx€FE, x#0g et u(x) = Ax

Remarque. Le vecteur x de la définition précédente est un vecteur propre de u; il est dit associé
a la valeur propre .

Exemples 3.2.
splp = {1} et spO(m) = {0}.

Le spectre d’une rotation plane d’angle non nul modulo 7 est vide; celui d’une rotation de
Pespace d’angle non nul modulo 7 est {1}.

Proposition 3.1 (Caractérisation des valeurs propres).
Siu un endomorphisme de E, alors

A €spu < ker(u— Ag) # {0p} < u— Mg non injective

En particulier,
0 € spu <= u non injective

Siu est un automorphisme de E, sp(u™!) = {\"!1 /X € spu}.

PREUVE. Si A est une valeur propre de u, il existe un vecteur (propre) non nul x € E tel que
u(x) = Ax, égalité que l'on peut encore écrire 0 = u(x) — Ax = (v — Mg)(x); ceci donne les
équivalences annoncées.
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Si u est un automorphisme de F, toutes ses valeurs propres sont non nulles ; pour toute valeur
propre A et tout vecteur propre X associé, on a :

u(x) = Ax <= x=u"'(x) =" (x) = %x =u!(x) (3.1)

Ainsi A est valeur propre de u si, et seulement si, A=! et valeur propre de u~! et sp(u~!) =
{A\"t/Xespu}. cqfd

Proposition 3.2 (Caractérisation de valeurs propres en dimension finie).
Si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie n, alors

A €spu <= u— Mg non injective <= u — A\ g non surjective
rg(u—Mg)<n—-1 <= det(u—Alg)=0

et ausst
A ¢ spu < (u— Mg) est inversible

PREUVE. Rappelons la caractérisations des automorphismes d’un K-espace vectoriel de dimension
finie : si v est un endomorphisme de F, alors

v est inversible <= v est injectif <= wv est surjectif <= rgu=n <= detv #0

Ces caractérisations sont appliquées a v = u — A\ g. cqfd

3.4 Sous-espace propre

Définition 3.3 (Sous-espace propre).
Si u est un endomorphisme de F et A une valeur propre de u, le sous-espace vectoriel

| Ex(u) =ker(u— M) = {x € E [ u(x) = Xx}

est appelé sous-espace vectoriel propre de u associé a .

Remarques.

E)(u) est constitué de Og et des vecteurs propres de u associés a A. Si e est un vecteur propre
de w associé a A, la droite Ke est contenue dans Ey(u).

Ey(u) = keru est le noyau de u.

Ey(u) = ker(u — Ig) = {x € E / u(x) = x} est le sous-espace des vecteurs de E invariants
par u.

Exemples 3.3. Voici les éléments propres de quelques endomorphismes :
— homothétie h = Mg : sph = {A\}, Ex(h) = E;
— projecteur p : spp = {0, 1}, Eo(p) =kerp et E1(p) =Imp;
— symétrie s : sps = {—1,1}, E_1(s) = F} et E1(s) = Fy;
— affinité a : spa = {1, A}, E1(a) = F1 et Ex(a) = Fs.

Proposition 3.3 (Stabilité des sous-espaces vectoriels propres).
Si les endomorphismes u et v commutent, tout sous-espace vectoriel propre relativement a u
est stable par v et réciproquement.

PREUVE. Puisque u et v commutent, u — A g et v commutent, et donc, ker(u — A\ g) = E)(u) est
stable par v. De méme ker(v — M) = E)(v) est stable par u. cqfd

Théoréme 3.4 (Somme directe de sous-espaces propres).
La somme d’une famille finie de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes
deuz & deuz, est directe.
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PREUVE. Démonstration par récurrence sur le nombre k£ de sous-espaces vectoriels propres.
Ey, (u) N Ey,(u) = {0} car a tout vecteur propre est associé une seule valeur propre. La
propriété est vraie pour k = 2.

Soient (A1,..., Ak, Ak41) (k + 1) valeurs propres distinctes de u et montrons que Ey, ,, (u) N
Zle Ey,(u) = {0g}. Soit x41 = Zle x; € By, (u)N Zle E), (u); alors
k
UW(Xpt1) = Mep1Xp41 = Mgl in
i=1
k k
(3w = ) = Y
i=1 i=1 i=1
k
donc 0 = Z()\qul — Az)XZ
i=1

ce qui montre que (Ag+1 — A;)x; = 0 puisque la somme Zle E), (u) est directe (la propriété est
vraie au rang k, puisque les valeurs propres sont distinctes deux a deux) et x; = 0 . Ainsi xx4+1 = 0
et la propriété est vraie au rang k + 1.

Le théoréme de récurrence montre que la propriété est vraie pour tout k. cqfd

Corollaire (Liberté d’une famille de vecteurs propres).
Toute famille de vecteurs propres, associés a des valeurs distinctes deux & deuzx, est une famille
libre.

3.5 Eléments propres et polynéme d’endomorphisme

Théoréme 3.5 (Eléments propres d’un polyndéme d’endomorphisme).
Si x est un vecteur propre de u associé a A, pour tout polynéme P, x est un vecteur propre de
P(u) associé a P(X).

PREUVE. x est non nul et
u(x) = \x = u"(x) = \*x (par récurrence sur k)

SiP=Y,a,X" ona:
P(u)(x) = (Z akuk)(x) = Zakuk(x) = Zak)\kx =P(M\)x
k k k

cqfd

Corollaire (Valeur propre et polynéme annulateur).
Si P est un polynome annulateur pour u, les valeurs propres de u sont des racines de P.

PREUVE. Si X est une valeur propre de u, P()) est une valeur propre de P(u) = Oz(g). Or, 0 est
la seule valeur propre de Oz (g, d’oit P(A) =0 et A est racine de P. cqfd

3.6 Eléments propres et automorphismes intérieurs

1

Proposition 3.6. Sia € GL(E) est un automorphisme de E, Uapplication @, : u— aua™" est

un morphisme bijectif de lalgebre L(E).

PREUVE. La notation o pour la composition des endomorphismes a été remplacée par une nota-
tion multiplicative, i.e. par une absence de notation. Il nous faut vérifier un certain nombre de
propriétés :

— wa(u+v) =alu+v)a™t = aua™t + ava=! = @a(u) + pa (V) ;
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— wa(Mu) = a(Mu)a™t = haua™t = \p,(u) ;

— @a(uov) = auva™! = (aua=1)(ava™1) = @4 (u) 0 Ya(v);

~ paIg) =alpa™ = Ip;

— pa(u) =auat =v &= u=a"tva = p,-1(v), soit (pa)! = pg-1.

cqfd

Définition 3.4 (Automorphismes intérieurs).

Les automorphismes de £(E) de la forme u +— aua~"! sont appelés automorphismes intérieurs
de L(E).

Théoréme 3.7. Siu est un endomorphisme et a un automorphisme de E, alors
spu = sp(aua™") et Ex(aua™") = a(Ex(u))

PREUVE. Considérons A une valeur propre de u et x un vecteur propre associé ; posons y = a(x),
ce qui revient & x = a~!(y). Ainsi

u(x) = Ax <= u(a_l(y)) = /\a_l(y) = a_l(/\y) <— aua_l(y) =\y

ce qui montre que A est une valeur propre de u et X un vecteur propre associé, si, et seulement si,
A est une valeur propre de aua~ ! et y = a(x) un vecteur propre associé. Ainsi

spu=sp(aua') et a(Ex(u)) = Ex(aua™")

cqfd

4 Valeurs propres, vecteurs propres d’une matrice carrée

Dans ce paragraphe, M est une matrice carrée d’ordre n > 1, a coefficients dans K.

4.1 Eléments propres d’une matrice carrée

Définition 4.1 (Vecteur propre d’une matrice carrée).

Un élément non nul X de M,, 1(K) est appelé vecteur propre de M s’il existe un scalaire A tel
que MX = \X.
Ce scalaire est unique ; on 'appelle valeur propre associée a X.

Définition 4.2 (Valeur propre d’une matrice carrée).
Un scalaire \ est une valeur propre de M si M — A\I,, n’est pas inversible ; tout élément non
nul de ker(M — AI,,) est appelé vecteur propre associé a .

Définition 4.3 (Sous-espace vectoriel propre d’une matrice carrée).
Si A est une valeur propre de M, le sous-espace vectoriel ker(M —\I,,) = {X € M,, 1 (K)/MX =
AX} est appelé sous-espace vectoriel propre associé a \; il est noté Ey(M).

Définition 4.4 (Spectre d’une matrice carrée).
L’ensemble des valeurs propres de M est le spectre de M ; il est noté spig M ou sp M si le corps
n’est pas ambigu.
spk M ={ eK /M-, ¢ GL,(K)}

Remarque. Rappelons les équivalences pour une matrice carrée

Aespg M <= M -, ¢ GL,(K) < det(M —\[,) =0
<« ker(M — \I,,) # {0} < rg(M —A,,) <n-—1
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4.2 Lien avec les endomorphismes

A la matrice M , on associe ’endomorphisme u,; de /\/lnl(K) par la formule
uy X € ./\/lml(K) — MX
ce qui donne la

Proposition 4.1 (Eléments propres d’une matrice et de son endomorphisme).
Les éléments propres de la matrice M sont les élément propres de I’endomorphisme wy; associé.

Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie n, B une base de E, u un endomorphisme
de FE et M sa matrice relativement & B. Si x, vecteur de FE, est de matrice X relativement a B,
u(x) est de matrice M X relativement a B; d’autre part, x et X sont simultanément nuls ou non,
et
u(x) =Ax <= MX =X

ce qui montre le

Théoréme 4.2 (Eléments propres d’un endomorphisme et de sa matrice).
Si u est un endomorphisme de E et M = Matg(u) sa matrice relativement o une base B,
alors :

(1) uw et M ont le méme spectre ;
(i1) x est vecteur propre de u associé 4 A si, et seulement si, sa matrice X = Matg(x) relative-
ment a B est vecteur propre de M associé a A.

4.3 Cas de deux matrices semblables

Soient A et B deux matrices semblables d’ordre n, et P une matrice inversible telle que B =
P71AP; a A est associé 'endomorphisme u 4 de M, 1(K). La matrice P peut s’interpréter comme
la matrice de passage de la base naturelle (canonique) € de M,, 1(K) a une base B constituée des
vecteurs colonnes de P. Relativement & cette base, la matrice de uy est B, d’ou le

Théoréme 4.3 (Matrices semblables et endomorphisme).
Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endomorphisme
(relativement o deux bases).

Corollaire (Spectre de deux matrices semblables).
Deuz matrices semblables ont le méme spectre.

PREUVE. C’est le spectre de I'unique endomorphisme qu’elle représente. cqfd

4.4 Cas des matrices réelles

Une matrice & coefficients réels est aussi une matrice a coefficients complexes. La notion de
valeur propre dépend du corps envisagé et on se gardera de confondre spg M et spc M ; mais on
ale

Théoréme 4.4 (Spectres réel et complexe d’une matrice réelle).
St M est une matrice & coefficients réels, spg M est contenue dans spc M ; en général, les
deuzx spectres sont distincts.

PREUVE. Si A est un élément de spr M et X un vecteur propre associé, alors M X = AX, X est
non nul et appartient & My ,(R) donc & M1 ,,(C); ainsi A appartient & spe M.

Considérons la rotation plane d’angle /2 ; sa matrice, dans une base orthonormale directe, est
A= (? Bl) et spr A est vide puisque cette rotation n’admet aucune droite stable. Par contre, i
-1

est une valeur propre complexe de A, puisque A — il = (_1i i ) n’est pas inversible. cqfd
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Proposition 4.5 (Valeur propre, vecteur propre, conjugaison).
Soit M une matrice carrée d’ordre n et a coefficients complexes ; si X est un vecteur propre de
M associé a la valeur propre A\, X est un vecteur propre de M associé a la valeur propre X, et

spc(M) ={A/AespM},  Ex(M)={X/X e E\(M)}

PREUVE. Rappelons la relation AB = A B pour A € M, ,(C) et B € M, ,(C). Ainsi on a
I’équivalence

MX=)X < MX=\X
ce qui donne les résultats annoncés. cqfd

Proposition 4.6 (Valeur propre complexe non réelle d’une matrice réelle).
Soit M une matrice carrée d’ordre n > 2 et a coefficients réels; si A est une valeur propre
complexe non réelle de M et X un vecteur propre & coefficients compleres associ€ a A, alors :

(i) X est une valeur propre de M et X un vecteur propre associé a X ;
(i1) le plan (P) orienté par (Sm X, Re X) est un plan stable pour M, et M induit sur (P) la
similitude de rapport |A| et d’angle arg \.

PREUVE.
(i) M est une matrice réelle, alors M = M, et

MX=)X —= MX=MX=)XX

(ii) Puisque A = a + ib n’est pas réel, A # A et la famille B = (X, X) est libre (vecteurs propres
associés a deux valeurs propres distinctes). Les formules

1 — 1 —
1

X =RNeX +i%m X, X=ReX —iSmX

montrent que la famille C = (Sm X, Re X)) est aussi une famille libre (sur C, donc sur R). Séparant
les parties réelle et imaginaire, on obtient

MX =MReX +iM Sm X
=AX =(a+ib)(ReX +iSm X)
=(aReX —bSmX)+i(bRe X +alm X)

En appelant s endomorphisme induit sur le plan (P) par M, Matc(s) = (‘; _ab), ce qui est la
matrice de la similitude de rapport (complexe) a+ib = A, i.e. le produit de ’homothétie de rapport
|A| et de la rotation d’angle arg \.

cqfd

5 Polyndéme caractéristique

5.1 Définitions
5.1.1 Polynéme caractéristique d’une matrice carrée

Si M est une matrice carrée d’ordre n > 1 & coefficients dans K, M — X I,, est une matrice a
coefficients dans K[X] sous-anneau du corps K(X) des fractions rationnelles. Le déterminant de
M — X1, est polynomial en les coefficients de cette matrice, il est donc élément de K[X], ce qui
permet la
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Définition 5.1 (Polynéme caractéristique d’une matrice carrée).
Si M = [a;,;] est une matrice carrée d’ordre n > 1, le polynéme caractéristique de M, que 1'on
note x s, est le déterminant

a1 —X a2 ain
- X
XM(X) _ det(M o XIn) _ a2 1 az,2 azn
Qn,1 QAn, 2 Qp,n — X

Remarque. X est ici une indéterminée; en cas d’indigestion, remplacer X par z; le polynome
devient une fonction polynéme ; servir chaud.

Exemples 5.1. Voici quelques polynémes caractéristiques de matrices :

— matrice nulle : xo, = (—X)";

— matrice unité d’ordre n : x5, = (1 — X)";
— matrice diagonale D = Diag(A1,..., ) : xp = [[1n; (N — X);
— matrice triangulaire T' = [t; ;] : x7 = [y (ti,s — X).

Proposition 5.1 (Polynéme caractéristique et transposée).
Une matrice et sa transposée ont le méme polyndme caractéristique.

PREUVE. Rappelons qu'une matrice et sa transposée ont le méme déterminant ; d’otl
tM—XI, =M - XI,) = det(!M — XI,) = det(t(M — XIn)) =det(M — X1I,,)
ce qui donne le résultat. cqfd

Proposition 5.2 (Polyndme caractéristique et matrices semblables).
Deuzx matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique.

PREUVE. Rappelons que deux matrices semblables ont le méme déterminant. Si A et B sont deux
matrices semblables, et P une matrice inversible telle que B = P~'AP, alors

B=P'AP — B-XI,=P 'AP-XI, =P YA-XI,)P
les matrices B — X I, et A — X I,, sont semblables, d’oul
det(B — XI,,) = det (P—l(A - XIn)P) = det(A — X1,,)
ce qui donne le résultat. cqfd

5.1.2 Polynoéme caractéristique d’un endomorphisme

Soient u un endomorphisme de E, B et C deux bases de E; les matrices Matg(u) et Mate(u)
sont des matrices semblables; elles admettent donc le méme polynoéme caractéristique, ce qui
permet la

Définition 5.2 (Polynoéme caractéristique d’un endomorphisme).

Si u est un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie n > 1, le polynoéme
caractéristique de la matrice qui représente u dans une base donnée B de F, est indépendant du
choix de cette base; on 'appelle polynéome caractéristique de 'endomorphisme w ; il est noté y,,.

Xu = det (/\/latzg(u) — Xln) ol B est une base de F/

Exemple 5.2. Le polynome caractéristique de Papplication identique est xr, = x1, = (1 — X)"

et celui de I'application nulle Xo, ) = Xou, &, = (—X)™
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5.2 Propriétés du polynéme caractéristique

Nous indiquerons, dans ce paragraphe, les propriétés du polynéme caractéristique d’une ma-
trice; le lecteur, dans sa grande bonté, effectuera lui-méme les modifications qu’il jugera utiles
pour exprimer les propriétés du polyndéme caractéristique d’un endomorphisme.

Quelle est I'utilité du polynoéme caractéristique ? Déterminer les valeurs propres d’une matrice,
ou d’un endomorphisme.

Théoréme 5.3 (Polyndome caractéristique et valeurs propres).
Les valeurs propres d’une matrice sont les racines sur K de son polynéme caractéristique.

PREUVE. Evidente, car A € spg M <= M — A ¢ GL,(K) <= 0=det(M — \I,,) = xp(\)
et A e K. cqfd

Corollaire (Spectre d’une matrice complexe).
Toute matrice a coefficients complexes admet, au moins, une valeur propre (complexe).

PREUVE. Tout polynoéme & coefficients complexes admet une racine complexe, c’est le théoréme
de D’Alembert. cqfd

Proposition 5.4 (Coefficients du polyndéme caractéristique).
XM est un polynome de degré n et

v = (=X)" +tr M(=X)""t + . 4 tr(Com M)(—X) + det M

PREUVE. L’égalité xs(0) = det M donne le coefficient constant.
Appelons a; ; le terme général de M et a; ; celui de M — X1,,. Si s est une permutation de &,
distincte de l'identité, H?:1 a;,5(;) est un polyndme de degré au plus (n —2), ce qui donne

a1 —X a2 e ain
a1 azo—X - a2 n

Gn,1 QAp, 2 T Qnp,n — X

=M@+ > ]

i=1 SsES,,,s#e =1

polynoéme de degré < n — 2

exp (Y )X e

i=1

polynoéme de degré < n — 2
:(_X)”+trM(_X)"—1+... e

polynoéme de degré < n — 2

Quant au coefficient de — X, c’est une autre histoire. . . cqfd

Remarques. Le calcul de xjs est facile en petite dimension :
— pour n =2, xpr = X% — (tr M)X +det M ;
— pour n =3, xpr = — X3+ (tr M)X? — tr(Com M)X + det M.

Corollaire (Nombre de valeurs propres distinctes d’une matrice carrée).
Le nombre de valeurs propres d’une matrice carrée est au plus égal a son ordre.

PREUVE. Le nombre de valeurs propres distinctes d’'une matrice carrée d’ordre n est égal au
nombre de racines distinctes du polynéme caractéristique, i.e. d’'un polyndéme de degré n; ce
nombre est compris entre 0 et n. cqfd
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Corollaire (Cas des polynémes caractéristiques scindés).
Si le polynéme caractéristique de M est scindé sur K, avec xnr = [[1—; (N — X), alors

spM ={A,..., ), tr M => N, det M =[]\
=1 i=1

PREUVE. Il suffit de développer [T}, (\; — X) et d’identifier ce polyndme avec celui de la formule
précédente. cqfd

Corollaire (Cas des matrices réelles).
Tout matrice & coefficients réels et d’ordre impair admet, au moins, une valeur propre réelle.

PREUVE. Si n est impair, yas est de degré impair et x s () o (—x)™; le théoréme des valeurs
o0

intermédiaires assure l’existence d’une racine réelle pour x s, et spg M n’est pas vide. cqfd

Théoréme 5.5 (Cas d’une matrice triangulaire par blocs).
Le polynome caractéristique d’une matrice triangulaire par blocs se calcule aisément :

M = (61 g) , avec A€ My(K) et C € My(K) = xm = xaXc

PREUVE. M — X1, = A _OXIP c BX I ) et le calcul du déterminant d’une matrice triangu-
- q
laire par blocs donne le résultat. cqfd

5.3 Multiplicité d’une valeur propre

Définition 5.3 (Multiplicité d’une valeur propre).
L’ordre de multiplicité d’une racine A de x s est appelé multiplicité de la valeur propre A de
M ; elle est noté m(\).

Remarque. Si x s est scindé et si Aq,...,\, sont les valeurs propres deux a deux distinctes de M,
le polynome caractéristique de M s’écrit

P
r = [0y =20 = T (= x)"®
j=1

AEsp M
et la somme des multiplicités des valeurs propres de M est égale a son ordre.

Théoréme 5.6 (Dimension d’un sous-espace vectoriel propre).
Soient A une valeur propre de M, m(\) sa multiplicité et q(\) la dimension du sous-espace
propre associé ; alors

1< g(\) = dim Ex(M) = n —1g(M — M,)) < m())

PREUVE. Appelons u 'endomorphisme de M, 1(K) associé & M. Pour A € spu =sp M, on a
— Ey(\) = ker(u — Mg) # {0}, donc ¢(N\) > 1;
— dim F) (u) = dimker(u — M g) =n —rg(u — Mg);
— E)\(u) est un sous-espace stable par u ; dans une base adaptée, la matrice de u est triangulaire
(supérieure) par blocs, soit
N <Mq<A> B)

0 C
donc xn = xu = xur = (A — X)X x5 ceci montre que g(A) < m(X).
cqfd
Corollaire (Cas des valeurs propres simples).

Le sous-espace propre associé a une valeur propre simple est une droite vectorielle.

PREUVE. Les inégalités 1 < ¢(A\) < m(A) = 1 donnent le résultat. cqfd
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5.4 Polyndéme caractéristique et polyndéme annulateur

Théoréme 5.7 (Cayley-Hamilton).
Le polynome caractéristique d’un endomorphisme ou d’une matrice est un polynéme annulateur
de cet endomorphisme ou de cette matrice, soit :

xm (M) = 0pm, (k) et Xu(u) = 0z(p)

PREUVE. Hors programme cqfd

6 Diagonalisation

On suppose ici que E est un K-espace vectoriel vectoriel de dimension finie n > 1 et u un
endomorphisme de F.

6.1 Endomorphisme diagonalisable

Définition 6.1. Un endomorphisme de E est dit diagonalisable si E est la somme directe de ses
sous-espaces propres.

u est diagonalisable <= EF = @& E\(u)
AEspu

Remarque. La somme des sous-espaces propres de E est toujours directe, mais pas nécessairement
égale & F.

Exemples 6.1. Les homothéties, les projecteurs, les symétries et les affinités sont diagonalisables.

6.2 Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

Théoréme 6.1. Si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie, alors
les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) u est diagonalisable ;

(i1) E est la somme directe de sous-espaces stables sur lesquels u induit une homothétie ;
(#i7) il existe une base de E constituée de vecteurs propres de u ;

(iv) il existe une base de E sur laquelle la matrice de u est diagonale.

PREUVE.

(i) = (it) Pour toute valeur propre A de u, E)(u) est un sous-espace vectoriel stable sur lequel u
induit une homothétie (de rapport A).

(16) = (#id) Si F est un sous-espace stable sur lequel » induit une homothétie (de rapport k), tous
les vecteurs non nuls de F sont des vecteurs propres de u (associés a k). Une base de E adaptée
a la décomposition de F en somme directe est constituée de vecteurs propres de u.

(tit) = (iv) SiB = (eq,...,e,) est une base constituée de vecteurs propres de u, la matrice de u
relativement & B est diagonale Diag(A1,...,A,) avec \; valeur propre de u associée au vecteur
propre e; (u(e;) = \;e;).

(iv) = (i) Quitte a réordonner la base de E sur laquelle la matrice de u est diagonale, on peut
supposer que cette matrice est diagonale par blocs : M = Diag(AjIm()\j))AjeﬂLpﬂ. Le polynéme
caractéristique de u est x, = xXpm = Hf:j (A — X)X les Aj sont les valeurs propres de u et
Ey, (u) est de dimension m();) de vecteurs de la base de E'; ainsi E est somme directe des Ey; (u)
puisque >, dim Ey; (u) = >, m();) = n.

cqfd
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6.3 Endomorphisme diagonalisable, dimension des sous-espaces propres

Théoréme 6.2. Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie; les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

(i) u est diagonalisable ;
(i1) la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a la dimension de F ;
(¢it) le polynome caractéristique de u est scindé, et, pour toute valeur propre de u, la multiplicité
est égale a la dimension du sous-espace propre associé.

u est diagonalisable <= Z dim Ex(u) = n
AEspu
< xu est scindé et VA € spu, m(\) = dim E)(u)

PREUVE.

(i) < (ii) La somme des sous-espaces vectoriels propres est directe; cette somme est égale & F si,
et seulement si, sa dimension est la dimension de E'; ceci donne le résultat, puisque la dimension
d’une somme directe est égale & la somme des dimensions de chacun des facteurs.

(i) = (it4) Puisque u est diagonalisable, il existe une base de F sur laquelle la matrice de u est
diagonale Diag(A1, ..., \,); ainsi x, = [ (Ai — X) est un polynome scindé.
On sait que pour toute valeur propre A, g(A) = dim E)(u) < m(X); d’autre part

n = Z m(\) = Z dim E) (u)

AEspu AEspu

ce qui implique que 0 = 5 Aespu (m()\) — q()\)) et chacun des termes de la somme est positif; tous
les termes de cette somme sont donc nuls.

(i4i) = (i1) Puisque X, est scindé, 3y, m(A) = n; ceci implique que >, dim Ex(u) =n et u
est diagonalisable.
cqfd

Théoréme 6.3 (Cas des valeurs propres simples).

Tout endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie dont le polyndme caractéris-
tique est scindé et a toutes ses racines simples, est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont
des droites vectorielles.

PREUVE. Dans ce cas, m(A\) = dim F(u) = 1 pour toute valeur propre A de w. cqfd

Corollaire. Tout endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie n dont le polynéme
caractéristique admet n racines distinctes est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des
droites vectorielles.

PREUVE. Dans ce cas, les racines du polyndéme caractéristique sont simples. cqfd

6.4 Endomorphisme diagonalisable et polynéme annulateur

Théoréme 6.4. Si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie, u est
diagonalisable si, et seulement si, u annule un polyndéme scindé dont toutes les racines sont simples.

PREUVE.

Appelons Aq,...,A, les valeurs propres deux & deux distinctes de u. Dans une base adaptée &
la décomposition E = @5‘):1 Ej,; (u), la matrice de u est diagonale par blocs M = Diag(X; L (x;));-
Le polyndéme P = H§:1(X — ;) est annulateur de M, car, par blocs,

P(M) = Diag(P(X\j)Imx,))jeftp] =0 car \; est racine de P pour tout j € [1,p]
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Ainsi le polynome P est scindé, & racines simples et annulateur de u.

La démonstration est hors programme ; elle est basée sur la propriété suivante : si A et p sont

deux scalaires distincts, alors
ker((u — M g) o (u— plg)) = ker(u — Mg) ®ker(u — plp)

Un raisonnement par récurrence sur le nombre de racines de P = H§:1(X — \;) montre que :

P
ker P(u) = ker H(u —Nilg) = _é ker(u — A\ Ig)
j=1 =1
Si P est annulateur de u, ker P(u) = E et u est diagonalisable. cqfd

6.5 Endomorphisme diagonalisable et sous-espace stable

Théoréme 6.5. Siu est un endomorphisme diagonalisable de E' et F' un sous-espace stable pour
u, 'endomorphisme v, induit par u sur F, est diagonalisable.

PREUVE. Soit P un polynéme annulateur de u, scindé et a racines simples. La restriction de P(u)
a F est P(v), et donc, P est annulateur de v. Ainsi v est diagonalisable. cqfd

6.6 Cas des matrices

Définition 6.2 (Matrice diagonalisable).
Une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans K est diagonalisable si ’endomorphisme u s
de M, 1(K) associé est diagonalisable.

Théoréme 6.6 (Caractérisation des matrices diagonalisables).
Pour une matrice carrée M d’ordre n et a coefficients dans K, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) M est diagonalisable ;

(i1) M est la matrice d’un endomorphisme diagonalisable ;

(tit) M est semblable & une matrice diagonale ;

(iv) la somme des dimensions des sous-espaces propres de M est n ;

(v) xm est scindé sur K, et, pour toute valeur propre (de spyx M), la multiplicité est égale a la

dimension du sous-espace propre associé ;

(vi) il existe une matrice inversible P € GL,,(K) telle que P"*M P = Diag(\1, ..., \n) soit dia-
gonale, P étant la matrice de changement de base, de la base canonique a une base constituée
de vecteurs propres de M, le j© étant relatif a la valeur propre A;.

PREUVE. Les cinq premiéres assertions sont la traduction au cas de u s des théorémes qui carac-
térisent les endomorphismes diagonalisables.

La sixiéme assertion est l’explication pratique : recherche d’une base de M,, 1(K) constituée
de vecteurs propres de M et utilisation de cette base pour construire une matrice inversible P, la
matrice de passage de la base canonique a la base de vecteurs propres, qui diagonalise M. cqfd
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62 Analyse hilbertienne

Le but de chapitre est de généraliser I’espace ordinaire et son produit scalaire

— a la dimension n : espace euclidien;;

— & la dimension infinie : espace préhilbertien réel ;

— aux nombres complexes : espace préhilbertien complexe, espace hermitien.

La généralisation portera essentiellement sur les notions d’orthogonalité et de projection or-
thogonale.

1 Produit scalaire sur un espace vectoriel réel

Dans cette section, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie ou infinie, sauf avis
contraire.
Rappelons qu'un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Exemples 1.1.
Rappelons les produits scalaires naturels (canoniques) sur R" et M, 1(R)

sz(xlv"'v‘rn)v Vy:(yla"'ayn)v <X|Y>:Z'rkyk (11)
k=1
Y(X,Y) € (Mai(R)?, (X |Y)='XY =z (1.2)
k=1

En plus des exemples déja étudiés, en voici trois autres :

(7) le produit scalaire sur ’espace des fonctions a valeurs réelles, continues et de carré intégrable
sur 'intervalle [ :

Wfo9) € (CALR)S (f | g) = / F(Hg(t) dt

(7i) les produits scalaires sur l'espace des polynomes a coefficients réels; si I est un intervalle et
w une fonction continue sur I et a valeurs réelles (strictement) positives, telle que, pour tout
entier n, t — t"w(t) soit intégrable sur I, Papplication

2
(P.Q) € RIX)® = (P @) = [ POQU()
I
est un produit scalaire. Les cas classiques sont
1

I=]-1,1], w(t) = Let (P | Q) :/ PHQ(t) dt

-1

1 ! d
I=1-11f wl) = == et (P1Q) = [ POIQD) 2=

+oo
I=10,+00f, w(t)=e" et (P|Q)= /O PHQ@t)e " dt
2 +OO 2
I =]—o00, +o0], w(t) = e~ et <P|Q>:/ PHQ) e dt

— 00

iii) le produit scalaire sur ’espace des suites réelles de carré sommable £2;(R), i.e. les suites
N
réelles (an)n telles que la série > a2 soit convergente.

¥(a,b) € ((A(R))”, (a|b)=>arby
k=0
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La norme associée au produit scalaire { | ) est définie par :
Vxe B, |x|=v&x[x)

et la distance associée par :

V(x,y) € E%, dxy) =y —x| = V(¥ -x) [ (y —x))

Des relations lient la norme euclidienne et le produit scalaire associé ; pour x et y éléments de F,
ona :

, 2 2 2
() e+ 12 = Il +20x | 9) 4 Iy
(@) [|lx+yl|” +lx—yl” =2|x]|” + 2|yl égalité du parallélogramme ;

2 2 2 2 2
(i) (x|y)=5(Ix+yl" = IxlI" = Iyl") = 3 (Ix + ¥I" = [Ix = ¥[°)
expression du produit scalaire réel a 1’aide de la norme.

L’inégalité dite de Cauchy-Schwarz est un outil important :

V(x,y) € B, (x| y)| < |x] [yl

Exemples 1.2. Voici quelques exemples d’application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(i) cas de R™:

n

131 =[S ]| < Il Iyl = (Y a2)
k=1

k=1

[
[

k=1
(#7) cas de M, 1(R) :

011 = Y] = [ o] < (x) P (vm)E = (3 a2)* (0 48)

k=1 k=1 k=1

(iii) cas de L2(I,R) :

(1= [ swoa] < ([(r0)a) ([ 00) @)

W=

(iv) cas de R[X] :

1
2

(P Q)| :’/IP(t)Q(t)w(t) dt‘g (/I(P(t))Qw(t) dt) (/(Q(t))Qw(t)dt)%

I

Par exemple :
}/_:o PHQ(t) et dt‘ < (/_J:O(P(t))Qe_t2 dt)% (/_:O Q) e dt)%
(v) cas de (3 (R) :

o 9= [t < (o) (22)

k=0 k=

2 Produit scalaire sur un espace vectoriel complexe

Dans cette section, E désigne un C-espace vectoriel de dimension finie ou infinie, sauf avis
contraire.

Rappelons qu'un produit scalaire complexe ou hermitien sur E est une forme linéaire & droite,
a symétrie hermitienne et définie positive.
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Exemples 2.1.
Rappelons les produits scalaires naturels (canoniques) sur C™ et M,, 1(C)

M:

Vx = (21,...,Tn), VY = (Y1,..-,Yn), (X|Yy)= (2.1)

2 ~ —
k=1
En plus des exemples déja étudiés, en voici trois autres :

(1) le produit scalaire sur 'espace des fonctions a valeurs complexes, continues et de carré
intégrable sur l'intervalle I :

9 S
W(f.9) € (CL.C)% (f o) = [ Fg(o)a
I
(#i) les produits scalaires sur ’espace des polynomes a coefficients complexes ; si I est un intervalle

et w une fonction continue sur I et a valeurs réelles (strictement) positives, telle que, pour
tout entier n, t — t"w(t) soit intégrable sur I, Papplication

(P.Q) < (CIX])* — (P| Q) = / POQ)w(t) dt

est un produit scalaire. Les cas classiques sont

I=[-1,1], w(t)=1et <P|Q>:/ PH)Q(t)dt

I=]-1L1[ w(t) = == et (P | Q) = )Q(t)
+oo
I=[0,4ccf, w(t)=e"" et (P| Q)= /0 PHQ(t)e " dt

2 +OO— 2
T =100, +ool, w(t) =e " ot (P|Q) = / POQ) e dt

— 00

(ii7) le produit scalaire sur 1’espace des suites complexes de carré sommable ¢%(C), i.e. les suites
complexes (a,)n telles que la série Y, |an|? soit convergente.

V(a,b) € (4(C))*, (a|b)= Zakbk

La norme associée au produit scalaire { | ) est définie par :
Vx e E, x| =+v{x]|x)
et la distance associée par :

V(x,y) € E*, dxy)=lly—x|={y—x)|(y—x)

Des relations lient la norme euclidienne et le produit scalaire associé ; pour x et y éléments de F,

on a :
(&) x+ > = [xl1* + 2Re(x [ y) + [y ;
(i) [|x+yl* + Ix—ylI> = 2|x|* + 2||y||2 égalité du parallélogramme ;
(iii) Re(x |y) = §(Ix+yl* = Ixl* = [y ) %(IX+yll2— I — )
Sm(x | y) = 3 (I =iyl = Ix]” = ly[I*) = §(Ix = ivl]* = Ix + iy
et (x| y) = F(Ix+yl” = Ix=yl*) + 3 (Ix = iyl* = [x+iyl*)

expression du produit scalaire complexe a ’aide de la norme.
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L’inégalité dite de Cauchy-Schwarz est un outil important :

V(x,y) € B, |(x | y)| < |x] [ly]

Exemples 2.2. Voici quelques exemples d’application de 'inégalité de Schwarz :
(1) cas de C™ :

n n 1 n 1
o 2 3
(o I =[S amwe| < Il vl = (D Jel®) ™ (D lunl?)
k=1 k=1 k=1

(i7) cas de M, 1(C) :

n

XY = 1Y) =[S mmm] < (FX)H(TY) ! = (D) (Dlel?)”
k=1 k=1

k=1

(iii) cas de L2(I) :

45 1 =| [ F@soat] < (150 o) [latof* ar)

(iv) cas de C[X] :

1@ =] [ PO e|< ([|P6fu0 )’ ( [jawf

Par exemple :
1 o dt 3
(/—1‘Q(t)| V1 —tQ)

700 ] < (] ol 7)
0= [ < () (L)’

(v) cas de (%(C) :
k=0 k=0

N[

3 Orthogonalité

E désigne un espace préhilbertien réel ou complexe dont le produit scalaire est noté (| ).

Définition 3.1 (Vecteur unitaire).
Un vecteur unitaire est un vecteur x de norme 1, i.e. vérifiant (x | x) = 1.

Définition 3.2 (Orthogonalité).
Deux vecteurs sont orthogonauz si leur produit scalaire est nul; la relation d’orthogonalité est
notée L.

[xly < (x|y)=0

Définition 3.3 (Famille orthogonale).
Une famille de vecteurs (xx)kea est une famille orthogonale si les vecteurs de cette famille sont
orthogonaux deux & deux, i.e.

V(k, ) €eAN?, k#1 = (xx|x)=0 (3.1)

Définition 3.4 (Famille orthonormale).
Une famille orthogonale de vecteurs unitaires est appelée une famille orthonormale, i.e.

0 sik#l

(kD) € A2, (xp | X)) = Oy =
*.0) i | x2) = O {1 sik=1
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Remarque. Si (vi)r est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, la famille (=

v est
vl k)

orthonormale.

Exemples 3.1.

(4)

3.1

Les bases naturelles (canoniques) de R, C*, M,, 1(R), M;,1(C), M,, ,(R) et M,, ,(C)
sont des familles orthonormales pour le produit scalaire naturel (canonique) des espaces
considérés.

La famille {ey, : t — exp(ikt) / k € Z} est une famille orthonormale de Ca,.

La famille {1} U{t+> coskt/k € N*}U{t — sinkt / k € N*} est une famille orthogonale de
Car ; la famille orthonormale associée est {1}U{t — v/2coskt /k € N*}U{t +— /2sinkt /k €
N*}.

Les divers produits scalaires sur R[X] et C[X] donnent des familles orthogonales de poly-
noémes, encore appelées familles de polynémes orthogonaux :

d
— les polynomes de Legendre P, (t) = s ((t2 — 1)") constituent une famille de polynoémes
1
orthogonaux pour le produit scalaire (P | Q) = / P#)Q(¢) dt.
-1
— les polynomes de Chebychev Ty, (t) = cos(n arccost) constituent une famille de polynémes
i

— dt
orthogonaux pour le produit scalaire (P | Q) = / P(t)Q(t)

1 11—
— les polynémes de Laguerre L, (t) = e @(t" e ') constituent une famille de polynomes
+oo
orthogonaux pour le produit scalaire (P | Q) = / Pt)Q(t) e dt.
0
d’fl
— les polynémes d’Hermite H,(t) = et @(e_ﬁ) constituent une famille de polyndmes
+oo
orthogonaux pour le produit scalaire (P | Q) = / P()Q(t) et dt.
Relation de Pythagore
Voici tout d’abord, deux régles de calcul :
Lemme 3.1.
P q P g
<Z AeXp | ZMYI> = ZZ WXk | y1)
k=1 =1 k=11=1
P
|3 hesce]| = 0D Rentr | )

PREUVE. Yak a développer en utilisant la linéarité a droite et la semi-linéarité a gauche du produit
sca%aire.

q p q p q
<Z kX | ZMYO = Z)\_k<xk | Z,Ul}’l> = ZZ 1%k | y1)
k=1 =1 =1

k=1 = k=11=1

(7i) Attention de ne pas oublier d’utiliser deux indices !

M@

Xk |Xl>

p p
HZ Akka ZAka | Z)\lxl = Z
k=1

=1 k=11=1

cqfd

Remarque. En particulier, dans un espace préhilbertien réel :

I +y +2)* = [lx|” + |lylI* + [|z* + 2(x | y) + 2(y | 2) + 2(z | x)
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Théoréme 3.2 (de Pythagore).

(1) Siu et v sont deuzr vecteurs orthogonaux, on a
[+ v = [l + [|v]? (3.3)

La réciproque est vraie dans un espace préhilbertien réel.
(13) Sila famille (Vi)i<k<p est une famille orthogonale, alors

p p
I vell* = > lvil’? (3-4)
k=1 k=1

PREUVE.
(i) Cas réel : [[u+v||? = |[u|> + 2(u | v) + ||[v|* = |[u]|? + ||v]|? si, et seulement si, (u | v) = 0.
Cas complexe : ||[u+v]||? = [[u]|?+2 Re(u | v)+]||v||* et (u | v) = 0 implique ||u+v||? = ||u*+|v]>.

(#4) Puisque les vecteurs sont orthogonaux deux a deux, (vy | v;) =0 pour k # [ et

p 2 p p p
DR IEDINARIED S A SIANESSVA
k=1 k=1 k=1

k.l k=1
k£l

cqfd

Théoréme 3.3 (Famille orthogonale et famille libre).
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est une famille libre.

PREUVE. Soit (v ) une famille orthogonale de vecteurs non nuls ; pour toute combinaison linéaire
nulle Zizl AxVi = 0, on a, en utilisant la formule de Pythagore,

p 2 P p
0= I3 Mevi [ = S Iawval? = SR ival?
k=1 k=1 1

k=

ce qui montre que |A\g|?||vk||? = 0 pour tout k € [1,p], et A, = 0 puisque les vecteurs vy, sont tous
non nuls. cqfd

Corollaire. Toute famille orthonormale est une famille libre.

3.2 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Comment construire une famille orthonormale & partir d’'une famille libre? C’est I'objet du
procédé d’orthonormalisation d’Erhard Schmidt.

Théoréme 3.4. Si (fr)r>1 est une suite libre d’un espace préhilbertien réel ou complexe, il existe
une unique suite orthonormale (uy)g>1 telle que, pour tout entier p > 1,

(3 €S espaces engenares par Les jamitles Tyeo- et (Ug,...,u sont 1aentiques ,;
() l p g d . p l f ” (f7 afp) t( I ) ;D) td tq ’

(i) (f, | up) > 0.

PREUVE. Par récurrence sur p.
La propriété est vraie pour p = 1. Posons u; = Afy; puisque 0 < (fi | uy) = A{f; | f1), le

scalaire A est > 0, 1 = ||uy|| = A\||f1]| ce qui détermine A. Ainsi u; = Hf11|| fi.

La propriété est héréditaire.

Commencons par analyser la situation. Puisque les sous-espaces engendrés par (fy,...,f,) et
(uy,...,u,) sont identiques, on peut poser
P
W1 = My1 + Y axuy, (3.5)

k=1
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L’orthogonalité de uy avec u,41 pour tout k € [1, p] montre que

P

0= (u | wpp1) = Mug [ £1) + Y (g [ ;)
j=1
P
= Mug | £1) + > 0y = Muy | £41) +ax (3.6)
j=1
ce qui détermine oy, @ o = —A{uy | fp41) et

p
Upt1 = )\fp+1 — Z)\<Uk | fp+1>uk = )\Vp-i-l
k=1

ol Vpi1 = fpp1 — > h_; (ui | £541)uy. D’autre part,
P
0 < (fpt1 [ ups1) = (Vps1 + Z<uk | ) [ Wpr1) = (Vpsr | Wpra) = M|vpa |2
k=1

Ainsi le scalaire A est > 0, A = ol 1““ puisque u,41 est unitaire, et le vecteur u,y; est unique.
p
Reste & montrer, et c’est la synthése, que ce vecteur convient. En effet, le vecteur v, =
f,01 — > r_q(ug | fo41)ug nest pas nul, puisque la famille (uy,...,u,, f41) est libre, et est
orthogonal, par construction, & uy,..., up. cqfd

Algorithme de calcul de ’orthonormalisée

Le calcul effectif de 'orthonormalisée (uy ), d’une suite libre (fx)x s’effectue a 1’aide de I’algo-
rithme suivant :

1
u; = —f1
£ ]|
a 1
Vp=21, vpy1 =151 — Z(uk | for1)ur et uppq = Vpti
2 Vpeal
ou bien a l’aide de celui-ci, qui permet, en général, des calculs plus simples :
(1) calcul de la suite orthogonale (vi)g :
~ (Vi | 1)
vi=fhetVp>1l, vp1="5%H1— Z va
k=1
(#4) orthonormalisation de la suite (vi)y :
1
Vk Z 1, Uy = 77— Vg
[[vill

3.3 Base orthonormale d’un sous-espace vectoriel de dimension finie

Théoréme 3.5 (Existence de base orthonormale).
Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien réel ou complexe, admet
une base orthonormale.

PREUVE. L’orthonormalisée d’une base de F' répond & la question. cqfd

Corollaire. Les espaces euclidien et hermitien admettent des bases orthonormales.
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Dans un espace vectoriel de dimension finie rapporté a une base orthonormale (u1, ..., up), les
expressions des coordonnées d’un vecteur, de sa norme, du produit scalaire et de la distance de
deux vecteurs, sont particuliérement simples :

P P
(i) expression des coordonnées de x : x = Z(uk | x)uy, = Z ZTpug
k=1 k=1

p p
(ii) expression de la norme : ||x|| = Z|xk|2 = Z|<uk | x)[?

(#i7) expression du produit scalaire : (x | y) = (ug | x)(uy | y)

Mws
\M@

k=1 =

(iv) expression de la distance : d(x,y)? Z|yk —a)?

4 Projection orthogonale

FE désigne encore et toujours un espace préhilbertien réel ou complexe muni d’un produit
scalaire noté ( | }; le corps des scalaires est noté K.

4.1 Orthogonal d’une partie

Définition 4.1 (Orthogonal d’une partie).
L’orthogonal d’une partie non vide A de F est I’ensemble des vecteurs de F qui sont orthogo-
naux & tous les vecteurs de A : on le note A*.

At ={xeE/vacA, (a|x) =0}

Proposition 4.1 (Propriétés de ’orthogonal).
L’orthogonal d’une partie posséde les propriétés suivantes :
(1) lorthogonal de O est E et l'orthogonal de E est {0g} ;
1) si a est un vecteur non nul, l'orthogonal de a est un hyperplan de E ;
i1) pour toute partie A non vide, AL est un sous-espace vectoriel de E ;
) si F est un sous-espace de E, F 0 FL est réduit a {0} ;
) si F' est un sous-espace vectoriel engendré par la famille (f1,...,£,), Uorthogonal de F est
caractérisé par :

x€Ft = Vke[lp], E|x) =0 < xeﬂzzl At (4.1)

PREUVE.
(1) Pour tout x de E, (x | 0) = 0, soit x 1 0. Ainsi £ C {0}+ et E = {0}*.
Si x est orthogonal & F, x est, en particulier, orthogonal & lui-méme; x est donc nul. Ainsi
E+ c {0} et E+ ={0}.
(ii) Si a n’est pas nul, {a}*+ = {x /(a | x) = 0} = ker{x — (a | x)} est le noyau d'une forme linéaire
non nulle; c¢’est donc un hyperplan.
(iii) At est I'intersection de tous les hyperplans {a}* ot a décrit A, c’est donc un sous-espace vectoriel.
(iv) xe FNFt = (x|x) =0, soit x =0.

(v) Les éléments de F' sont des combinaisons linéaires des vecteurs f, et

p p
X EFH = V(\,..., ) €KP, 0= (x| > M) =D Aelx | fi)
= k=1

= Vke[lp], (x|f)=0 < xeﬂ::1 (£t
cqfd
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4.2 Supplémentaires orthogonaux, projecteurs orthogonaux

Définition 4.2 (Sous-espaces orthogonaux).

Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont orthogonauz si tous les vecteurs de F' sont orthogonaux
a tous les vecteurs de G, i.e. si F C G ou bien si tous les vecteurs de G sont orthogonaux a tous
les vecteurs de F, i.e. G C Ft.

Théoréme 4.2 (Caractérisation des supplémentaires orthogonaux).

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans I, les propositions suivantes
sont équivalentes :

(i) F et G sont orthogonaux;
(ii) F+=G;
(iii) G+ =F.

PREUVE. (ii) et (i4i) donnent (7).

Tout vecteur x de F'* se décompose suivant F @ G enx =y +z;or (x |y) =0 (x € Ft et
yEF)et(z|y)=0(z€GCFtety€F),cequiimpose (y|y)=0doncy =0,et x=1z¢€ G.
Chere lectrice, cher lecteur, vous venez de démontrer que () implique (44).

Vous démontrerez de méme que (7) implique (#47). cqfd

Dans ce cas, on dira que F' et G sont supplémentaires orthogonauzr dans E, et les projecteurs
associés sont qualifiés de projecteurs orthogonauz.

Exemples 4.1.

L’hyperplan H d’équation x1 + x2 + 3 + x4 = 0 et la droite vectorielle dirigée par (1,1,1,1)
sont supplémentaires orthogonaux dans R* muni du produit scalaire canonique.

Plus généralement, ’hyperplan H d’équation 2721 a;z; = 0 et la droite D = R(ai,...,an)
sont supplémentaires orthogonaux dans R™ muni de son produit scalaire naturel (canonique).

Dans 'espace hermitien C” muni de son produit scalaire naturel (canonique), I’hyperplan H
d’équation 2721 a;xz; = 0 et la droite D = C (ag, ..., Gy) sont supplémentaires orthogonaux.

Généralisation. Si E = F1 @ --- @ F), et si les sous-espaces Fj sont orthogonaux deux & deux, la
somme des sous-espaces F}, est une somme directe orthogonale de E.

4.3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension
finie

Théoréme 4.3 (Théoréme de la projection).
Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie p d’un espace préhilbertien réel ou complexe
E, alors

(i) pour tout vecteur x de E, il existe un unique vecteur de F noté pp(x) tel que x — pp(X) soit
orthogonal & F ;
(#3) si(u1,...,up) est une base orthonormale de F', on a

pr(x) = (ug | x)uy (4.2)
k=1

(iii) E est somme directe orthogonale de F et FX, et pr est le projecteur orthogonal d’image F,
i.e. le projecteur sur F parallélement ¢ F+.

PREUVE.
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(¢) et (#). Appelons (ui,...,up,) une base orthonormale de F' et considérons un vecteur y =
> or_ yruy de F. Alors

xfyGFL:(Ku1€B~~-GBKup)L <~ Vje[l,p], (x—y)Lu

p p
=V, 0= (u; [ x—y) = (u | x =Y pew) = (W [ x) = > yed; = (u; [ x) —y;
k=1 k=1

=y =) (w | x)u=pr(x)
k=1

(i4i) Tout vecteur x de E se décompose, de maniére unique, en un élément pr(x) de F' et un élément
X —pp(x) de Ft;ainsi E = F @ F*.
pr est le projecteur sur F, parallélement & F; c’est donc le projecteur orthogonal de E sur F.
cqfd

Remarque. Avec les mémes notations, x — pr(x) est le projeté orthogonal de x sur F'*, et pp1 =
IE — pF-

Corollaire (Existence de supplémentaire orthogonal).
Tout sous-espace vectoriel de dimension finie de E admet un supplémentaire orthogonal dans E.

Remarque. Si F n’est pas de dimension finie, la somme directe F' @ F* peut étre différente de E.

4.3.1 Projection orthogonale sur une droite, sur un hyperplan

La projection orthogonale sur la droite (vectorielle) D dirigée par a, est donnée par :

{a|x)

lla]l?

La projection orthogonale sur 'hyperplan H orthogonal & a, est donnée par :

pp:xXx€E—

(a]x)
la]l®

La réflexion (ou symétrie orthogonale) ry; par rapport a 'hyperplan H, est donnée par

pH:IE—pDZXEEI—)X—

{a|x)

THZQPH—IE:IE—QPDZXEEI—)X—Q || ”2
a

(4.5)

4.3.2 Interprétation géométrique de ’orthonormalisation de Schmidt

En notant F, le sous-espace engendré par la famille (fi,...,f,), ou engendré par la famille
orthonormale (uy,...,u,), on peut écrire

P

Vpr1 =1 — Z<uk | fpr1)ur = fpi1 — pr, (Fp11) = pry (Fp11) (4.6)
k=1

et vp41 s'interpréte comme la projection orthogonale de f, 1 sur FpJ-.

4.4 Distance d’un vecteur & un sous-espace de dimension finie

Définition 4.3 (Distance a4 un sous-espace).
Si F' est un sous-espace vectoriel de E et x un vecteur de E, on pose :

d(x, 1)) = inf d(x,y) = inf |y —x]| (4.7)

Ce nombre existe puisqu'’il est la borne inférieure d’une partie non vide de [0, +oo[; il est appelé
distance de x a F.
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Théoréme 4.4 (Expression de la distance a un sous-espace).
Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F,

(i) Uapplication'y — d(x,y) = |ly—x| admet un minimum global strict sur F, atteint en pp(x) ;
(i) d(x, F) = d(x,pr(x)) et d*(x, F) = |[x|* = [lpv (x> = (x = pr(x) | x).

PREUVE.
(i) Considérons un vecteur y de F distinct de pp(x) ; x—pr(x) est orthogonal & F'; donc en particulier
ay — pr(x) et le théoréme de Pythagore donne

P (x,y) = &(x,pr(x)) + & (pr(x),y) > d*(x, pr(x)) (4.8)

(i4) La question précédente montre que {d(x,y) /y € F} posséde un unique plus petit élément &
savoir d(x, pr(x)); on peut écrire :

d*(x, F) = ||x — pr(x)||® = ||x]|* = lpr(x)||? relation de Pythagore
= x=pr(x) [ x = prx)) = (x =pr(x) | x) car pr(x) L (x = pr(x))

cqfd
Théoréme 4.5 (Projection et application lipschitzienne).
pr est une application lipschitzienne de rapport 1, i.e.
Vix,y) € B2 |lpr(y) —pr)| <y —x]| (4.9)
PREUVE. ||pr(x)|? = ||x]|?> — d*(x, F) < ||x||? et la linéarité de pr donne le résultat. cqfd

Remarque. Les propriétés de ce paragraphe se généralisent & un sous-espace vectoriel F' qui admet
un supplémentaire orthogonal dans F.

4.5 Inégalité de Bessel

Théoréme 4.6 (Inégalité de Bessel).

Si (ui,...,up) est une famille orthonormale de E et x un vecteur de E, alors :
P
D e [ %) < [x]I? (4.10)
k=1

Si (ug)ken est une suite libre de E et x un vecteur de E, alors :

—+o0
(e [ %), €X(C) et > [ [ %) < x| (4.11)
k=0
PREUVE. Notons F), le sous-espace vectoriel engendré par (uy, ..., u,); la projection de x sur F,

donne
p 2 p
o, G = [ |0 we]| = Dl |02 < )12
k=1 k=1

L’inégalité précédente montre que les sommes partielles de la série de terme général Y| (uy | x)|?
sont majorées par ||x||?; la série est donc convergente (elle est & termes positifs) et sa somme est

majorée par ||x||?. cqfd
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4.6 Séries de Fourier, le retour
La famille (e : t — e**);cz est une famille orthonormale pour le produit scalaire hermitien
de Iespace Ca, des fonctions continues 2m-périodiques (f | g) f (@)

Les coefficients exponentiels de Fourier ¢ (f) sont donnes par ck( ) <ek | f>

L’espace 7,, des polyndmes trigonométriques de degré au plus n admet la famille des e, pour
k € [—n,n] pour base orthonormale.

La somme partielle de Fourier Sy, (f) =Y _1__, cx(f)ex = > p__, (ex | f)er s'interpréte comme
la projection orthogonale de f sur 7,,; S, (f) est donc le polynéme trigonométrique de degré au
plus n de meilleure approximation, et

i) HS’n(f)H2 = H Z ck(f)ekH2 = Z ek ()2 relation de Pythagore;
k=—n k=—n
(i) ||f — Sl f W= 1£117 = |1Sa(f ||2 relation de Pythagore;
(ii1) ||Sn(f)] Z lek)? < ’f“ / |f]? inégalité de Bessel.
k=—n

Puisque (S, (f))n tend vers f pour la norme de la convergence en moyenne quadratique, la
suite (|| f — S’n(f)H2)n7 tend vers 0, soit

1 = SulHI = NP = 1P — 0

ce qui donne I’égalité de Bessel-Parseval :

tim ||, (1)]|” = || £]]°, soit - |cO|2+Z|ck|2+|c o) = / 12
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On note E un R-espace vectoriel de dimension finie n, muni d’un produit scalaire (réel) qui
est noté ( | ). Rappelons qu'un C-espace vectoriel de dimension finie et muni d’un produit scalaire
(complexe), est appelé espace hermitien.

1 Résumé des épisodes précédents

1.1 Produit scalaire
1.1.1 Son expression dans une base quelconque

Soit B = (eq,...,e,) une base quelconque de E. On note (x1,...,z,) (resp. (y1,...,yn)) les
composantes de x (resp. y) relativement a la base B. Ainsi,

n n
X:ijej ety:Zyjej (1.1)
j=1 j=1

ce qui donne

n n
(x|y) szez | Zy]ej = ZZ zy] € | e] = Zgi,j LiY;j (1.2)
j=1 i=1 j=1 4]

avec g; ; = (e; | ej). Dans le cas complexe, on a

le E § wzy] ezlej :§ gi,jx_iyj
=1 j=1 %7

1.1.2 Expression matricielle du produit scalaire

Appelons G la matrice de terme général g; ; = (e; | e;); G est une matrice carrée d’ordre n, a
coeflicients réels et symétrique. L’expression du produit scalaire s’écrit a 1'aide de G :

(x|y)= Zgi,j riy; = 'XGY (1.3)
.3
ou X = Matp(x) (resp. Y = Matg(y)) est la matrice-colonne des composantes de x (resp. y)
relativement a B.

1.1.3 Effet d’un changement de base

Soient B’ = (ef,...,€}) une autre base de E et P la matrice de passage de la base B a la base
B', i.e. la matrice P = Matg(B’) dont la j¢ colonne est la colonne des composantes du vecteur e’
relativement & B. Ainsi,

Matp(x) = Matg(B') Matp (x), soit : X = P X'

et le produit scalaire devient :

(x | y) = IXGY = Y(PX")G(PY') = 'X'(*PGP)Y’ = tX'G'Y’ (1.4)
La matrice G’ du produit scalaire relativement a la base B’ s’écrit :
G' =tPGP
1.1.4 Cas d’une base orthonormale
SiU = (uy,...,u,) est une base orthonormale de E, alors (u; | u;) = d;; et la matrice du
produit scalaire relativement & la base orthonormale U est la matrice unité I,,.
SiV = (vi,...,Vvy) est une base orthogonale de E, alors (v; | v;) = §; ;||v;|*; la matrice du pro-

duit scalaire relativement & la base orthogonale V est la matrice diagonale Diag(||v1]|%, ..., [|[va]?)-



Espace euclidien

1.2 Base orthonormale
1.2.1 Leur existence

Tout espace euclidien (resp. hermitien) posséde, au moins, une base orthonormale : 'orthonor-
malisation d’une base (quelconque) de E donne le résultat.

1.2.2 Diverses expressions dans une base orthonormale

Considérons une base orthonormale Y = (g1, ...,&,) de E. La composante z; de x suivant €;
est ; = (g; | x) = (x| ;) et

xfzz]sj 72 €; | x)e;

Jj=1
x|y E zjyk(e; | ex) E Ty k= E TpYk
7,k=1 7,k=1

I = {x | x) sz
n

Cy) =Ny = x> =) (ye — 2n)?

k=1

Dans le cas complexe, le lecteur mettra les barres de module et de conjugaison 14 ou il faut!

1.2.3 Isomorphisme de F sur M, 1(R)

La donnée d’une base orthonormale U = (e1,...,€,) de E permet de construire un isomor-
phisme de E sur M,, 1 (R) muni de son produit scalaire naturel (canonique) :

x — Maty(x) = z1,...,2,) = X

1.2.4 Matrice d’un endomorphisme relativement & une base orthonormale

Soient v un endomorphisme de E et A = [a; ;] = Maty(u) sa matrice relativement & une base
orthonormale U de E; le terme a; ;, i° composante du vecteur u(e;) relativement & la base U, se
calcule par :

ai; = (€ | u(ey))

1.2.5 Caractérisation de la matrice d’un produit scalaire (réel)

Théoréme 1.1. Soient E un espace euclidien de dimension n, B = (e1,...,e,) une base (quel-
conque) de E et G une matrice symétrique réelle d’ordre n; alors (x | y) = ‘XGY définit un
produit scalaire sur E si, et seulement si, il existe une matrice inversible P € GL, (R) telle que
G ='PP

PREUVE.

G est la matrice du produit scalaire { | ) relativement & B. Si U est une base orthonormale de
E, et si P = Matg(U) est la matrice de passage de B a U, G’ = PGP est la matrice du produit
scalaire relativement a U, donc G’ = I, et G =*tP~1P~1.

L’ application (x,y) — X !PPY = {PX)PY est une forme bilinéaire symétrique définie
positive sur E. La démonstration, facile, est a rédiger. cqfd
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1.3 Supplémentaires orthogonaux
1.3.1 Leur existence

Tout sous-espace vectoriel F' de F admet un supplémentaire orthogonal F*, puisque F est de
dimension finie. D’autre part (FL)L =F.

1.3.2 Leur dimension

dimFt =dimE —dim F

1.3.3 Leurs équations

Si (f1,...,f,) est une base de F, ou plus généralement une famille génératrice de F', alors

x € FY =Vect{f),....f,}* < Vjec[l,p], (f|x)=0 (1.5)

1.3.4 Base orthonormale adaptée a un sous-espace vectoriel

Puisque E = F @ F*, on peut construire une base orthonormale de E, en réunissant une base
orthonormale de F et une base orthonormale de F'1 ; une telle base est appelée base orthonormale
adaptée a F.

Théoréme 1.2 (de la base orthonormale incompléte).
Toute famille orthonormale (uq, . ..,u,) d’un espace vectoriel euclidien E de dimension n, peut
étre complétée en une base orthonormale (uq, ..., Up, Upy1,...,uy) de E.

PRrREUVE. Il suffit d’appliquer la remarque précédente au sous-espace vectoriel F' engendré par
(ug,...,up). cqfd

2 Adjoint d’un endomorphisme

2.1 Isomorphisme naturel (canonique) de F sur son dual

Théoréme 2.1 (Isomorphisme naturel de E sur son dual).
L’application ® : x € E — (x| ) réalise un isomorphisme de E sur son dual E* ; on le qualifie
de naturel ou de canonique.

PREUVE.

Pour tout x € E, ®(x) = (x| ) : y — (x| y) est une application linéaire de E vers R, i.e. une
forme linéaire sur E, i.e. un élément de E*.

® est une application linéaire car, pour tout x; et xo dans E, pour tout Ay et A» dans R, on a
Pégalité des applications (A1x1 + Aaxa | -) et A1 (X1 | -) + A2(x2 | ). En effet, pour tout y dans F,

(Ax1+Ax2 | y) = A(x1 | y) + Ae(xe | y) = [P(Aix1 + Aex2)] (y)

z € ker(x +— (x | -)) si, et seulement si, (z | -) est la forme linéaire nulle, i.e. Vy € E, (z | y) =0,
soit z = 0. L’application linéaire ® est donc injective.

FE et E* sont deux espaces vectoriels de méme dimension finie ; ’application linéaire injective
® est donc un isomorphisme de E sur E*. cqfd

Théoréme 2.2 (de représentation de Riesz).
A toute forme linéaire p sur E correspond un unique vecteur a de E tel que

Vy € E, p(y) =(aly)

PREUVE. Utilisons Iisomorphisme naturel ® et posons a = ®~!(p). Ainsi ¢ = ®(a) = (a |
. cqfd
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Exemple 2.1.
A toute forme linéaire ¢ sur M, ,(R) correspond une une unique matrice A € M,, ,(R) qui
« représente » ¢ pour le produit scalaire naturel (canonique) de M, ,(R), soit

VM € M, ,(R), o(M) = tr(*AM)

Produit vectoriel en dimension 3

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3, orienté par la donnée d’une base ortho-
normale B = (i, j, k). Le produit mixte

[x,y,2z] = det(x,y, z)

est indépendant de la base orthonormale directe B choisie. Pour x et y fixés dans E, 'application
z — [X,y,z] est une forme linéaire que Pon peut représenter a I'aide d’un vecteur w que 1’on note
XAy,etl’ona:

Vz e E, (xA\y|z) =[xy, z] =det(x,y,2z)

A T’aide de cette définition, on retrouve les propriétés habituelles du produit vectoriel. Pouvez-vous
les démontrer ?

2.2 Endomorphisme associé a une forme bilinéaire

Théoréme 2.3. A toute forme bilinéaire U sur E est associée un unique endomorphisme u de E
tel que
V(x,y) € B, ¥(x,y) = (u(x) | y)

u est appelé endomorphisme naturel (canonique) associé a la forme bilinéaire W.

PREUVE.
y — ¥(x,y) est une forme linéaire sur E. Le théoréme de représentation de Riesz montre
Pexistence d’un unique vecteur de E, que l'on note u(x), tel que

Vy € E, ¥(x,y) = (u(x) | y) (2.1)
L’application u est linéaire, car pour tout vecteur xi, Xs et y, pour tout réel A\; et A9, on a

(w(Ahix1 + Xox2) | y) = U(Aix1 + AoXo,y) = MU (x1,y) + Ao ¥(x2,y)
= M (u(x1) | y) + Ao (u(x2) | y)
= (Mu(xr) + Au(x2) | y)

L’unicité de la représentation de Riesz montre I’égalité entre u(A1x1 + Aax2) et Adqu(x1) + Aqu(xs).
cqfd

2.3 Adjoint d’un endomorphisme

Théoréme 2.4 (Existence et unicité de 1’adjoint).
A tout endomorphisme u de E est associé un unique endomorphisme de E noté u* tel que

V(xy) € B2 (w'(x) |y) = (x| uly))

L’endomorphisme u* est appelé 1’adjoint de u.
PREUVE. u* est ’endomorphisme naturel (canonique) associé a la forme bilinéaire symétrique
U:xe Er (x|uly)) (2.2)

Cher lecteur, la vérification de la bilinéarité de W est laissée & votre initiative. cqfd
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Théoréme 2.5 (Matrice de ’adjoint dans une base orthonormale).
Si B est une base orthonormale de E, alors

Matp(u*) = "Matg(u)
,€n) les vecteurs de la base orthonormale B de E'; alors
(Mats(u"),, = (es | w(e))) = (e | ule)) = (Mats(u)

0.
ce qui donne I’égalité annoncée. cqfd

PREUVE. Appelons (e, ...

Proposition 2.6 (Régles de calcul).
St u et v sont des endomorphismes de E et A un réel, alors
(i) (w+v)* =u*+0v*; (Aw)* =Au*; (u*)* =u; ainsi u— u* est un automorphisme involutif
de L(E) ;
(7)) (uow)* =v*ou* (IE) =1Ig;
(iii) uw € GL(E) <= u* € GL(E) et, dans ce cas, (u*)~t = (u=1)*;
(iv) tr(u*) =tru et det(u*) = det u.

PREUVE. Si x et y sont des vecteurs de E, alors
() ((w+0)"(x) [ y) = X[ (ut0)(y) = x| uy)) + & [oly) = @ [y)+ @K ][y) =
(u*(x) +v*(x) | y) = ((u* +v*)(x) | y); Punicité de la représentation de Riesz montre I’égalité
entre (u + v)*(x) et (u* + v*)(x), ceci pour tout x, donc I’égalité des applications (u + v)* et
u* + v,
(M) (x) | y) = x| (Mu)(y) = Mx | uly)) = Mu*(x
représentation de Riesz montre 1’égalité entre (Au)*(x) et
des applications (Au)* et Au*.
(u)*(x) | y) = (x| v*(y)) = (u(x) | y); et, d’aprés l'unicité de la repré..., I'égalité des
applications (u*)* et u est démontrée.
Ainsi, u — u* est une application linéaire qui est son propre inverse ; u — u* est une involution.
(i) ((wov) () | ¥) = (x | u(v())) = (u*(x) | (y)) = (v ou"(x) | ) ; d'ou égalité des applications
(uow)* et v* ou*.
(1) (%) | y) = (x | Te(y) = (x| ) = (I(x) | y) et (Is)* = I,
(iti)) uov=vou=Ip = v*ou* =u*ov* = (Ig)* = Ig; ceci montre 'implication v € GL(E) =
u* € GL(E) et I'égalité de v* = (u=1)* avec (u*)~!. L'égalité (u*)* = u montre la réciproque.

)| > (Mu*(x) | y); Vunicité de la
Au*(x), ceci pour tout x, donc ’égalité

A{
(x

(iv) Si B est une base orthonormale de E, la matrice de u* relativement a B est la transposée de la
matrice de u relativement & la méme base ; ces matrices ont la méme trace et le méme déterminant ;
u et u* ont donc méme trace et méme déterminant.

cqfd

2.4 Adjoint et stabilité

Théoréme 2.7. Siu est un endomorphisme de E, alors,
(1) keru* = (Imu)L, Imu* = (keru)J_ etrgu* =rgu;
(ii) soit F un sous-espace vectoriel de E ; F est stable par u si, et seulement si, F* est stable
par u*.
PREUVE. N
(i) x €keru* <= u*(x)=0 < Vy € E, 0= (u*(x) |y) = (x| u(y)) <= x € (Imu)
On applique I’égalité précédente & u* et on trouve : (Im u*)l = ker(u*)* = keru ; en prenant
les orthogonaux, on obtient 1’égalité annoncée.
rgu* = dim(Imu*) = dim(keru’) = dim E — dim(keru) = rgu;
(ii) si F est stable par u, alors, pour tout y € F, u(y) € F. Si x € F*, alors, pour tout y € F,
0= (x|u(y)) = (u*(x) | y), ce qui montre que u*(x) € F'*; ainsi, F'* est stable par u*.
Si F+ est stable par u*, (F1)1 = F est stable par (u*)* = u.
cqfd
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3 Endomorphisme autoadjoint

3.1 Généralités

Définitions 3.1 (Endomorphisme autoadjoint ou symétrique, antisymétrique).
Si u est un endomorphisme d’un espace euclidien E, u est dit autoadjoint ou symétrique si

V(x,y) € B%, (u(x)|y) = (x| u(y))
u est dit antisymétrique si

V(x,y) € E%, (u(x)|y) = —(x | u(y))

On note S(E) lensemble des endomorphismes autoadjoints ou symétriques et A(FE) l'ensemble
des endomorphismes antisymétriques.

Théoréme 3.1 (Caractérisation des endomorphismes autoadjoints).
Siu est un endomorphisme d’un espace euclidien E, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) w est autoadjoint ;
(i) uw=u*;
(#it) pour toute base orthonormale B de E, la matrice de u relative ¢ B est symétrique ;
(iv) il existe une base orthonormale B de E telle que la matrice de u relative a B soit symétrique ;
PREUVE. u est auto-adjoint <= V(x,y) € E?, (u(x) |y) = (x| u(y)) = (u*(x) | y) <= u=
u*, ce qui montre 1’équivalence des deux premiéres assertions.
(i) = (iti) Les matrices de u et u*, relatives a B, sont égales puisque u = u*; d’autre part,
Matg(u*) = *Matg(u) puisque B est une base orthonormale.
(t41) = (iv) Qui peut le plus, peut le moins.
(iv) = (ii) Les égalités Matp(u) = "Matg(u) = Matp(u*) montrent que u = u*. cqfd

Endomorphisme symétrique et matrice symétrique réelle

Si S est une matrice symétrique réelle d’ordre n, I’endomorphisme ug associé & S, est un
endomorphisme autoadjoint (symétrique) de M, 1(R) muni de son produit scalaire naturel (ca-
nonique). En effet :

(ug(X) | Y) = (SX)Y = tX!SY = (X SY = (X | SY) = (X | us(Y)) (3.1)

Soient F un espace euclidien et B une base orthonormale de F; & toute matrice symétrique
réelle d’ordre n, on associe ’endomorphisme ug de E, de matrice S relativement & B; ug est un
endomorphisme autoadjoint (symétrique) de E car

(us(x) | y) = (SX)Y ="'XSY = (x| us(y)) (32)
Tout ceci donne la

Proposition 3.2. Si B est une base orthonormale d’un espace euclidien E, l'application u +—
Matpg(u) réalise un isomorphisme du R-espace vectoriel S(E) des endomorphismes autoadjoints
(symétriques), sur le R-espace vectoriel S,,(R) des matrices symétriques réelles d’ordre n, et

n(n +1)

dim §(E) = dim S, (R) = =

Théoréme 3.3 (Caractérisation des endomorphismes antisymétriques).
Siu est un endomorphisme d’un espace euclidien E, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) w est antisymétrique ;
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(i) u*=—u;

(#i1) pour toute base orthonormale B de E, la matrice de u relative a B est antisymétrique ;

(iv) il existe une base orthonormale B de E telle que la matrice de u relative a B soit antisymé-
trique ;

PREUVE. La démonstration ressemble comme une goutte d’eau & la démonstration précédente;
elle est laissée aux soins de la lectrice ou du lecteur. cqfd

Proposition 3.4. Si B est une base orthonormale d’un espace euclidien E, l'application u +—
Matg(u) réalise un isomorphisme du R-espace vectoriel A(E) des endomorphismes antisymé-
triques, sur le R-espace vectoriel A, (R) des matrices antisymétriques réelles d’ordre n, et

n(n—1)

dim A(E) = dim A,(R) = 5

3.2 Projecteur orthogonal

Définition 3.2 (Projecteur orthogonal).
Si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien F, le projecteur pr d’image F', paral-
lélement & F-, est appelé projecteur orthogonal de E sur F.

Proposition 3.5 (Expression analytique d’un projecteur orthogonal).
Si (a1, ...,u,) est une base orthonormale de F, on a

T

Vx € B, pr(x) =Y (u;[x)u

j=1
Cas d’une droite D =Ra : pp : X — {a )2(>
all
Cas d’'un hyperplan H = {a}* : py = Ig — pp : X — X — <T‘ |||’;>
a

Proposition 3.6 (Expression matricielle d’un projecteur orthogonal).
Si B est une base orthonormale de E, si (u1,...,u,) est une base orthonormale de F et si
U; = Matg(u;) est le vecteur-colonne des composantes de u; relativement a B, alors

Matg(pr) = Z thUj
j=1

PREUVE. Appelons Pr = Matg(pr) la matrice de pp relative a la base orthonormale B. L’égalité
pr(x) = 37 (u; | x) u; s’écrit matriciellement PpX = Y7, (*U;X)U;. Or, 'U; X est un nombre
réel ou plutdot une matrice de taille 1 x 1 qui commute avec toute matrice. Ainsi

PX =Y U,(U,X) = Y (U;T,)X = (Z thUj)X
j=1 j=1

j=1
cqfd

Théoréme 3.7 (Projecteurs orthogonaux et projecteurs).
Un projecteur d’un espace euclidien E est un projecteur orthogonal si, et seulement si, il est
autoadjoint (symétrique).

PREUVE. Tout projecteur p est la projection de E sur Im p, parallélement & ker p.

Soit p le projecteur orthogonal sur Im p parallélement & (Im p)* ; dans une base orthonormale
B adaptée a la somme directe orthogonale E = Imp @(Imp)*, la matrice de p relative & B est
la matrice diagonale par blocs Diag(I,.,0,_,) ol r est le rang de p. Cette matrice est symétrique
réelle, donc p est autoadjoint.

Si p est autoadjoint, ker p = ker p* = (Im p)* et p est le projecteur de E sur Imp et paralléle-
ment & (Imp)*; p est un projecteur orthogonal. cqfd
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Proposition 3.8 (Interprétation matricielle).

Soient p un endomorphisme d’un espace euclidien E, B une base orthonormale de E et M =
Matg(p) la matrice de p relative a B ; alors, p est un projecteur orthogonal si, et seulement si,
M e S, (R) et M2 = M.

3.3 Symeétrie orthogonale

Définition 3.3 (Symétrie orthogonale).
Si F' est un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien F, la symétrie par rapport & F et
parallélement & F est appelée symétrie orthogonale par rapport a F.

Proposition 3.9 (Symeétrie et projecteur orthogonaux).
Soient F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien, sp la symétrie orthogonale par rapport
a F et pp le projecteur orthogonal d’image F' ; alors :

sp+1Ig =2pp
Cas d’une droite D =Ra : sp =2pp — I : x +— 2<|a|1 |||)2(> —
a
D _ 1 . _ _ _ . o <a | X>
Cas d’un hyperplan H ={a}~ : sy =2py —Ip = —sp:x—>x—2 E
a
PREUVE. Faire un dessin et se rappeler des propriétés des diagonales d’un losange. cqfd

Théoréme 3.10 (Caractérisation des symétries orthogonales parmi les symétries).
Si s est une symétrie d’un espace euclidien E, s est une symétrie orthogonale si, et seulement
si, s est autoadjoint (symétrique).

PREUVE. Toute symétrie, i.e. tout endomorphisme s de E vérifiant s o s = I, est la symétrie
par rapport a ker(s — I'g) (espace des invariants) parallélement & ker(s + Ig) qui est identique a
Im(s — Ig) dans ce cas.

Soit s la symétrie orthogonale par rapport & F'; dans une base orthonormale B adaptée a la
somme directe orthogonale £ = F @ F*, la matrice de s relative a B est la matrice diagonale par
blocs Diag(I,, —I,—r) ot 7 est la dimension de F. Cette matrice est symétrique réelle, donc s est

autoadjoint.
Si s est autoadjoint, alors ker(s + Ig) = ker(s* + Ig) = ker(s + Ig)* = (Im(s + IE))J' =
(ker(s - IE))J' ; s est la symétrie orthogonale par rapport a ker(s — Ig). cqfd

3.4 Endomorphisme symétrique positif, défini positif
Définition 3.4 (Endomorphisme symeétrique positif, défini positif).
Soit u un endomorphisme autoadjoint (symétrique) d’un espace euclidien E ; u est dit positif si

Vx € E, (u(x)|x) >0

w est dit  défini positif si
vx € B\ {0}, (u(x)|x)>0

Proposition 3.11 (Endomorphisme symétrique défini positif et automorphisme).
Tout endomorphisme symétrique défini positif est un automorphisme de E.

PREUVE. Le noyau d’un endomorphisme u symétrique défini positif est réduit a {0} car x #
0 = (u(x) | x) >0, donc u(x) # 0. En dimension finie, ceci montre que w est application
linéaire inversible, i.e. un automorphisme. cqfd
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Définition 3.5 (Matrice symétrique positive, définie positive).
Soit A € §,,(R) une matrice symétrique réelle d’ordre n ;
A est dite positive si
VX € M, 1(R), 'XAX >0
A est dite définie positive si
VX € M, 1(R)\ {0}, 'XAX >0

Proposition 3.12 (Matrice symétrique positive et endomorphisme associé).
Si A € S§,(R) est une matrice symétrique et ug : X — AX Uendomorphisme autoadjoint
(symétrique) de M,, 1(R) muni de son produit scalaire naturel, alors
(i) A est positive <= w4 est positif;
(i1) A est définie positive <= wun est défini positif.

PREUVE. Remarquons que (ua(X) | X) =%XA)X =X AX, puisque A est symétrique. cqfd

Proposition 3.13 (Cas des matrices diagonales).
Si D = Diag(A1,...,\n) est une matrice diagonale & coefficients réels, alors
(i) D est positive <= Vie [l,n], A\; =0
(i7) D est définie positive <= Vi€ [1,n], A; >0

PREUVE. Soit X = (z1,...,2,); alors 'XDX =Y | \;z? et

VX € Mpa(R), ’XDX =) Naf >0 <= Vie [L,n], \; >0

i=1

VX € Mpua(R)\ {0}, 'XDX =) Naj >0 <= Vie [Ln], \i >0

i=1

cqfd

Proposition 3.14 (Cas des adjoints).
Si u est un endomorphisme d’un espace euclidien E, alors
(1) u*ou et uou* sont des endomorphismes symétriques positifs, ker(u* ou) = keru et ker(u o
u*) = keru* ;
(i) wowu™ (resp. u* ow) est défini positif si, et seulement si, u est inversible.
PREUVE.
(i) ¥x € E, (u* ou(x) | x) = (u(x) | u(x)) = [lu(x)]* > 0 et (uou*(x) | x) = (u*(x) | u*(x)) =
lu*(x)||* = 0; ainsi, u* o u et u o u* sont positifs.
x €Eker(uou*) <= u*ou(x)=0 = 0= (u*ou(x)|x)=|[ux)|? < ux)=0 < x ¢
ker u, ce qui montre U'inclusion ker(u* o u) C keru; puisque keru C ker(u* o u), ’égalité annoncée
est démontrée par double inclusion.
Changeons u en v* dans 1’égalité précédente : ker u* = ker(

*

)* ou*) = ker(u o u*).

(73) Si u* o u est défini positif, u* o u est inversible et {0} = ker(u* o u) = keru, ce qui montre que u
est inversible.
Réciproquement, si u est inversible, u* est inversible, et, par composition, u* o u aussi.

La démonstration est identique dans 'autre cas.
cqfd

Proposition 3.15 (Traduction matricielle).
Si A € M, (R) est une matrice carrée, & coefficients réels et d’ordre n, alors
(i) TAA et A'A sont des matrices symétriques positives, ker(*AA) = ker A et ker(A'A) = ker ‘A ;
(i7) 'AA (resp. A'A) est définie positive si, et seulement si det A # 0.

PREUVE. Appliquons la proposition précédente a 'endomorphisme u4 de M, 1(R) associé a A,

en utilisant les relations (u4)* = ut (ua)*oua =wus, oug = ug cqfd

A AAT
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4 Automorphismes orthogonaux

FE est soit un espace préhilbertien réel, soit un espace euclidien de dimension 7 ; son produit
scalaire est noté ( | ).

4.1 Généralités

Lemme 4.1 (Conservation de la norme, conservation du produit scalaire).
Si E est un espace préhilbertien réel et u une application de E vers E, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) Uapplication u est linéaire et conserve la norme, i.e. Vx € E, ||lu(x)|| = ||x|| ;
(#7) Uapplication u conserve le produit scalaire, i.e. ¥(x,y) € E, (u(x) | u(y)) = (x| y).

PREUVE.

(i) = (ii) De lidentité 4(u | v) = ||lu+ v||?> — [[u — v||?, on tire que :

Au(x) [ uly)) = [lu(x) +u@)I* = [lu@x) —uly)]?

= |lu(x +y)|I* = [Ju(x —y)|? u est linéaire
=|x+yl*—[x—yl|>* u conserve la norme
=4(x|y)

(14) = (i) Siwu conserve le produit scalaire, u conserve la norme : faire y = x.
ontrer la linéarité de u, c’est montrer que V(x,y, € X R, le vecteur u(Ax+y)— Au(x)—
M la linéarité d "est t v A\) € E2xR, 1 A A
u(y) est le vecteur nul, i.e. de norme nulle. De l'identité
[+ v+ wl? = [Jul® + [[VI[* + w]* + 2(u | v) +2(v [ w) + 2(w | u)

on tire :

[u(Axty) = Au(x) = u(y)||? = [u(Ax +y)I* + N [u@)]| + [[uly)]®
—2Mu(Ax +y) [u(x)) +2Mu(x) [ u(y)) — 2(u(y) | u(Ax +y))
= IAx+yl? + 22|x]| + [yl = 22Ox +y | x) +20(x | y) — 2(y | \xx + y)
= Idx+y[I2+ X[+ [[y]? = 20x +y | Ax) +20x | y) — 2(y | Ax + y)
=[x +y) = xx—y[*=0
cqfd

Lemme 4.2 (Conservation de la norme et injectivité).
Soit u un endomorphisme d’un espace préhilbertien réel E ; si u conserve la norme, alors u est
une injection.

PREUVE. Il suffit de montrer que le noyau de u est réduit & {0} : u(x) =0 <= |ju(x)|]| =0 <~
Ix|| = 0 (u conserve la norme) <= x = 0. cqfd

Corollaire. Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E ; si u conserve la norme, alors u
est une bijection.

PREUVE. Tout endomorphisme injectif dans un espace vectoriel de dimension finie est bijectif,
donc un automorphisme. cqfd

Définitions 4.1 (Automorphisme orthogonal).

Soit v un endomorphisme d’un espace euclidien F ; on dit que u est un automorphisme ortho-
gonal si u conserve la norme.

L’ensemble des automorphismes orthogonaux de E est noté O(E). O(R"™) = O,(R) désigne
lensemble des automorphismes orthogonaux de R™ muni de son produit scalaire naturel (cano-
nique).
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|uc O(B) < ueL(E)etvxeE, [u)]| =]

Remarques.

Le lemme précédent montre que les endomorphismes d’un espace euclidien qui conservent la
norme sont des automorphismes.

Si 'application w conserve le produit scalaire d’un espace euclidien, u est nécessairement une
application linéaire qui conserve la norme ; u est donc un automorphisme orthogonal.

Théoréme 4.3 (Caractérisation des automorphismes orthogonaux).

Siu est un endomorphisme d’un espace euclidien E, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) ue O(F);

ii) u conserve le produit scalaire et donc l'orthogonalité et les angles ;

(t41) u*ou=1Ig;

(iv) wou* =1Ig;
v) u€ GL(E) et u™t =u*;

(vi) Uimage par u de toute base orthonormale de E est une base orthonormale de E ;

(vii) il existe une base orthonormale de E dont limage par u est une base orthonormale de E.

PREUVE.

(1) = (i) Le lemme 1 montre la conservation de la norme;
xly < x|y)=0 = (u(x) | u(y)) = (x|y) =0, puisque u conserve le produit scalaire
— u(x) L u(y)
(ux) [uly)) _ x1y)
cos(u(x),u(y)) = = = cos(x,y)
04O = "Rl Tyl = Tl Iy
(it) = (i) V(x,y) € E?, (u*ou(x)|y) = (u(x)|uly)) =(x|y) < u'ou=Ig
(iti) <= (v) Ig=wu*ou = 1=detlIg =detu*detu; ainsi detu # 0, u est inversible et u~1 = u*.
La réciproque est évidente.

(iv) <= (v) Meéme démonstration.

(15)) = (vi) Si B = (e1,...,e,) est une base orthonormale de FE, alors, puisque u conserve le
produit scalaire, (u(e;) | u(e;)) = (e; | e5) = 6i,;j. La famille (u(e1),...,u(e,)) est une famille
orthonormale de F, maximale, donc une base orthonormale de F.

(vi) = (vii) Un espace euclidien admet une base orthonormale.

(vii) == (i) Appelons B = (ey,...,e,) est une base orthonormale de E. Si x = > 7, x;e; est un
vecteur de E, alors u(x) = 37 z;ju(e;) et

n
||X||2 Zx]e] | Zxkek = ijxk(ej |ek> = Zt@?
Jik Jj=1
lu(x)]* = ng u(e;) Izww(ek Z%wk u(e;) | uler)) =)o
k=1

puisque B et u(B) sont deux bases orthonormales ; ainsi u conserve la norme. cqfd

Théoréme 4.4 (Traduction matricielle).
Soient E un espace euclidien, B une base orthonormale de F, u un endomorphisme de E et A
la matrice de u relative a B ; les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ue O(E);
(11) tAA =1, ;
(1ii) A'A =1, ;
(iv) A€ GL,(R) et A7 ="A.
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PREUVE. La traduction matricielle de u* o u = Ig est Matg(u* o u) = Matg(Ig), ce qui de-
vient YAA = I,; ainsi i. <= ii.. Les autres équivalences traduisent « u o u* = Ig » et
«u€GL(E),u"! =u*». cqfd

4.2 Exemples
4.2.1 Symétrie orthogonale

Rappelons que s est une symétrie orthogonale si, et seulement si, sos = Ig et s = s*; ainsi
1 = s* et toute symétrie orthogonale est un automorphisme orthogonal. Un autre argument
aurait pu étre employé : les symétries orthogonales conservent la norme.

§=5

4.2.2 Reéflexion

Lemme 4.5. Si a et b sont deux vecteurs d’un espace préhilbertien E, alors a+ b et a—b sont
orthogonauz si, et seulement si, a et b ont méme longueur.

PREUVE. L’égalité (a+b |a—b) = ||al|> — ||b]|? donne I'équivalence. cqfd

Corollaire (Parallélogramme et losange).
Les diagonales d’un parallélogramme sont orthogonales si, et seulement si, ce parallélogramme
est un losange.

Corollaire (Bissectrice(s) de deux vecteurs).
Si a et b ne sont pas deux vecteurs colinéaires de méme sens, a + b dirige la bissectrice des
vecteurs a et b si, et seulement si, a et b sont de méme longueur.

PREUVE. Sia et b ne sont pas des vecteurs colinéaires de méme sens, la quantité ||al| |b]| —(a | b)
est strictement positive et

(a+bla) (a+b|b) _ (Jal bl (a|b))(la] - Ib])
+b,a) — cos(a+b,b) = - -
cos(atb,a) —cos(atb.b) = 1 el ~ Tat bl o] la bl Ta] Ib]

Les angles(a+ b,a) et (a+ b,b) ont le méme cosinus si, et seulement si, les vecteurs a et b sont
de méme longueur. cqfd

Définition 4.2 (Réflexion).
Etant donnée deux vecteurs a et b de méme norme, on appelle réflezion de a sur b, la symétrie
orthogonale par rapport a ’hyperplan médiateur de a et b, i.e. ’hyperplan orthogonal 4 e = a—Db.
Cette réflexion est notée s, p, et

{ex)

llell?

Sap:XE€ L —x—2 e avece=a—b

Remarques.

Dans une base orthogonale adaptée & la décomposition £ = Re @{e}*, la matrice de s, est
par blocs Diag(—1,1,_1) et donc det sa b = —1.

Sa,b €t 8a,—p sont deux réflexions qui envoient la droite Ra sur la droite Rb.

4.3 Groupe orthogonal

Théoréme 4.6 (Groupes orthogonal et spécial orthogonal de F).
Si E est un espace euclidien, alors :

(i) O(E), muni de la composition des applications, est un sous-groupe de GL(FE) ; il est appelé
groupe orthogonal de F ;
(73) siu € O(F), alors detu € {—1,1}; la réciproque est fausse ;
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(7it) SO(E) = {u € O(E) / detu = 1} est un sous-groupe de O(E) appelé groupe spécial ortho-
gonal de E, ou encore groupe des rotations vectorielles de E ; il est encore noté OV (E) ;
(iv) O~ (FE) =0(FE)\SO(E) ={u € O(F) / detu = —1} n’est pas un groupe.

PREUVE.
(i) O(FE) CGL(E) et Ig € O(E);
stabilit¢ de la composition : si u et v appartiennent & O(E), alors Vx € E, [|v(u(x))|| = [u(x)|| =
™
stabilité de la prise d’inverse : si u € O(E), [[u™(x)[| = [u(u™(x))[| = [|x]| et ™' € O(E).

Ainsi, O(F) est un sous-groupe de GL(FE) muni de la composition des applications.

(ii) u € O(E) <= u*ou=Ig[ = |det(u* ou) =detIp =1 = (det u*)(det u) = (det u)? et donc
detu = =£1
Si A= (19), alors "AA = (11 ) # I, ce qui montre que la réciproque est fausse.

(iii) Si u € SO(E), alors u=! € SO(E) puisque det(u™!) = 1/det(u); si u € SO(E) et v € SO(E),
uowv € SO(FE) puisque det(u o v) = det(u)det(v); enfin Ig € SO(F). Ainsi, SO(F) est un
sous-groupe de O(E) pour la composition des applications.

(iv) O~ (E) ne peut étre un groupe, car la composition des applications n’est pas stable. Si s est une
réflexion de E, u — u o s est une bijection de O(F) (c’est une involution) qui envoie O~ (E) sur
O+ (E) = SO(E).

cqfd

Théoréme 4.7 (Eléments propres d’un automorphisme orthogonal).
Si u est un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien, alors :

(i) spu C {—1,1}, les sous-espaces vectoriels propres sont orthogonauz ;
(i4) w est diagonalisable si, et seulement si, u est une symétrie (vectorielle) orthogonale ;

(tit) si F est un sous-espace vectoriel stable pour u, alors FL est aussi un sous-espace vectoriel
stable pour u ; u induit sur F' et F- des automorphismes orthogonauz ; en particulier, u(F) =
Fetu(F+)=F*+;

(iv) (ker(u — IE))L =1Im(u — Ig) et (ker(u + IE))L =Im(u+ Ig).

PREUVE.

(¢) Si A est une valeur propre de u et x un vecteur propre associé, alors u(x) = Ax et, puisque u
conserve la norme, ||x|| = ||u(x)|| = |A]||x]| ; ainsi |A| = 1.
Si x est un vecteur propre associé a la valeur propre 1 (vecteur invariant) et y un vecteur propre
associé a la valeur propre —1, alors, puisque u conserve le produit scalaire, (x | y) = (u(x) |

u(y)) = (x| —y) = —(x | y), ce qui montre que (x | y) = 0. Ainsi Fy(u) L E_;(u).

(i4) u est diagonalisable si, et seulement si, E = Fq(u)® EF_1(u), i.e. si, et seulement si, u est la

symeétrie par rapport & F1(u) parallelement & F_q(u), soit la symétrie orthogonale par rapport a
Er(u)

(#i7) L’endomorphisme u|p induit par u sur le sous-espace vectoriel stable F', conserve la norme ; c’est
donc un automorphisme orthogonal de F, en particulier une bijection et u(F) = F.
Soit x € F1; pour tout y € F, il existe y’ € F tel que y = u(y’) ; alors

(u(x) [y) = (u(x) | uly")
={x|y) u conserve le produit scalaire
=0 xeFtety eF

ce qui montre que u(x) € F*, i.e. la stabilité de F*. u induit donc sur F* un automorphisme
orthogonal et u(F+) = F*.

(iv) Deux temps pour la démonstration : d’abord I'inclusion Im(u—Ig) C (ker(u—1Ig)) L, puis Pégalité
des dimensions.
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xe€lm(u—Ig) < X €E, x=u—Ig)x)=ux)—x"ety cker(u—Ig) <= uly) =y

et
(x]y)=(ux)=x"]y) =) |y) - ' |y)
= (u(x') [u(y)) — (x| y) car y = u(y)
=0 u conserve le produit scalaire

Ainsi Vx € Im(u — Ig), Vx € ker(u — Ig), x Ly, i.e. les sous-espaces Im(u — Ig) et ker(u — I)
sont orthogonaux et Im(u — Ig) C (ker(u — IE))l.
Les dimensions sont égales car :

dimIm(u — Ig) = dim E — dimker(u — Ig) = dim (ker(u — IE))l

La démonstration est identique pour I'égalité de Im(u + Ig) avec (ker(u + IE))l
Ainsi, ker(u — Ig) et Im(u — Ig) sont supplémentaires orthogonaux, ainsi que ker(u + Ig) et
Im(u+ Ig).
cqfd

5 Matrices orthogonales

5.1 Généralités

Définition 5.1 (Matrice orthogonale).
Une matrice A carrée d’ordre n a coefficients réels est dite orthogonale si tAA = 1I,,.
L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est notée O(n).

Exemple 5.1. Les matrices de permutation sont des matrices orthogonales.

Théoréme 5.1 (Caractérisation des matrices orthogonales).
Si E est un espace euclidien de dimension n et A € M, (R), alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

() AeOm);

(i1) 'AA =1, ;
(i13) A'A =1, ;

(iv) A€GL,(R) et A71 =1tA;

(v) A est la matrice relative d une base orthonormale d’un automorphisme orthogonal de E ;
(vi) les colonnes de A constituent une base orthonormale de R™ pour le produit scalaire naturel ;
(vii) les lignes de A constituent une base orthonormale de R™ pour le produit scalaire naturel;

)

(viii) A est la matrice de passage d’une base orthonormale de E ¢ une base orthonormale de E.

PREUVE.
L’égalité BA = I,, implique det Bdet A = 1; ainsi det A # 0, A est inversible et A~! = B.
Cette remarque montre ’équivalence de (i3) et de (iii) avec (iv).

(11) <= (v) Déja vu lors de la caractérisation des automorphismes orthogonaux.
(i1) < (vi) Notons (Cy,...,C,) les colonnes de A et remarquons que (I")i,j = 0;,j. Ainsi
Cj

(‘A A) =1'0;C; = (Ci | Cy)

(N
]

ce qui montre que

tAA =1, < Y(i,7) € [1,n]?, (C;|C;) =6,
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(tit) <= (vii) Notons (Ly,...,Ly,) les lignes de A. Ainsi
tLj

(A'A)i; = = Li'Lj = (Li | Lj)
i

ce qui montre que

AtA = I, — V(’L,]) € H17nﬂ27 <Lz | LJ> = 51',]'

(1) <= (viii) Soient B une base orthonormale de E, B’ = (e],...,e]) une autre base, a priori
quelconque, de E et A la matrice de passage de la base B a la base B'; ainsi la j© colonne C; de

A est la matrice Matg(e;-) de e;- relative 4 B. Puisque B est une base orthonormale, on a :
(e; | €)) = "Matp(e]) Matp(e]) =A; Aj = (fAA)

]

ce qui donne I’équivalence. cqfd

5.2 Groupe orthogonal d’ordre n

Théoréme 5.2 (Groupe orthogonal et spécial orthogonal d’ordre n).

(1) O(n), muni de la multiplication des matrices, est un sous-groupe de GL,(R) ; il est appelé
groupe orthogonal d’ordre n ;

(i) si A€ O(n), alors det A € {—1,1}; la réciproque est fausse;

(17i) SO(n) = {A € O(n) / det A = 1} est un sous-groupe de O(n) appelé groupe spécial ortho-
gonal d’ordre n, ou encore groupe des rotations vectorielles d’ordre n ; il est encore noté
O*(n) ;

(iv) O~ (n) =0(n)\SO(n) ={A € O(n) / detu = —1} n’est pas un groupe.

PREUVE.
C’est la traduction matricielle du théoréme correspondant des propriétés du groupe orthogonal
O(E), ou FE est un espace euclidien de dimension n rapporté a une base orthonormale.
Pourtant, dans sa grande bonté, le scribe de service va en donner une démonstration spécifique.
(i) O(n) C GL,(R) et I, € O(n);
stabilité de la multiplication : si A et B appartiennent & O(n), alors
{AB)AB ='B'AAB ='BI,B = I,;
stabilité de la prise d’inverse : si A € O(n), alors
L,=(AA)t=A"1(A)" 1 =A"1tA" et A1 € O(n).
Ainsi O(n) est un sous-groupe de GL£,,(R) muni du produit des matrices.
(i) tAA =1, = 1=detl, = det(*!A A) = det*A det A = (det A)?, et donc det A € {—1,1}.

(iii) A — det A est un morphisme du groupe (O(n), x) sur le groupe ({—1,1}, x); le noyau SO(n)
de ce morphisme est un sous-groupe de O(n);

(iv) O~ (n) ne peut étre un groupe car la multiplication n’est pas stable : le produit de deux ma-
trices orthogonales de déterminant —1 est une matrice orthogonale de déterminant +1. Si S =
Diag(—1, I,—1) (matrice diagonale par blocs), A — SA est une bijection de O(n) (c’est une invo-
lution) qui envoie O~ (n) sur O*(n) = SO(n).

cqfd

Théoréme 5.3 (Eléments propres d’une matrice orthogonale).

(1) Toute propriété vraie pour les automorphismes orthogonauz, est encore vraie pour les ma-
trices orthogonales; en particulier, le spectre d’une matrice orthogonale est inclus dans
{_17 1} ’

(i) si A€ O(n) NS,(R), A est la matrice d’une symétrie orthogonale relativement & une base
orthonormale ;
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(i73) sin est impair et A € SO(n) = OF(n), alors 1 est valeur propre de A ;
(iv) st A€ O (n), alors —1 est valeur propre de A ;

PREUVE.

(1) Toute matrice orthogonale est la matrice d’un automorphisme orthogonal relativement a une base
orthonormale. Toute les propriétés vraies pour les automorphismes orthogonaux, sont donc vraies
pour les matrices orthogonales ; en particulier le spectre d’une matrice orthogonale est inclus dans

Voici une démonstration directe de cette propriété. Si A est une valeur propre de A et X un
vecteur propre associé, AX = AX et

NIX|? = JAX||? = {AX)AX =tXTAAX = XX = || X|?

et A2 = 1.

(74) Considérons I'endomorphisme v de E de matrice A relativement a une base orthonormale B
alors :

tAA=1, <= u*ou=Ig <= wu est un automorphisme orthogonal ;
A=A <= u* =u <= u est autoadjoint ;

Puisque qu'une symétrie (vectorielle) orthogonale est un automorphisme orthogonal et autoadjoint,
le résultat annoncée est démontré.
(7i1) Montrer que 1 est valeur propre de A, ¢’est montrer la nullité de det(A—1I,,). Puisque A € SO(n),
detA=1let A-1,=A-"AA=A(I, —'A). Ainsi,
det(A — I,,) = det A det(I, — ‘A) = 1 x det(*(I, — A)) = det(I, — A) = (—1)" det(A — I,,)

Puisque n est impair, det(A — I,) = — det(A — I,) et det(A —I,,) = 0.

(iv) Si A € O~ (n), en utilisant la méme transformation que ci-dessus, on obtient :
det(A + I,) = det(A + A'A) = det A det(I,, + 'A) = —1 x det (*(I,, + A)) = —det(A + I,,)

Alnsi, det(A 4+ I,,) = 0 et —1 est valeur propre de A.
cqfd

5.3 Le groupe orthogonal d’ordre 1
O(1) ={1,-1}, SO(1) = 0F(1) = {1} et O~ (1) = {-1}.

Notons D un espace euclidien de dimension 1, i.e. une droite vectorielle euclidienne ; alors

O(D) = {Ip, —Ip}, SO(D) = OF(D) = {Ip} et O~(D) = {~Ip}.

5.4 Le groupe orthogonal d’ordre 2
S0(2) = O+ (2) = {(COSG —sin9) fe R}

sinf  cosf
_ cosf  sinf
0~(2) = {(sin9 cos@)  0¢ R}
Notons P un espace euclidien de dimension 2, ¢.e. un plan vectoriel euclidien ; alors
SO(P) = O (P) = { rotations vectorielles planes } et
O~ (P) = { symétries vectorielles planes et orthogonales }
= { réflexions de i = (1,0) sur ug = (cosé,sinf), 6 € R }.
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5.5 Le groupe orthogonal d’ordre 3

A € SO(3) = OT(3) si, et seulement si, A est une matrice orthogonale dont la troisiéme
colonne est le produit vectoriel de ses deux premiéres, si, et seulement si, il existe P € OT(3),
matrice de passage de la base canonique de M3 1(R) (identifié & R?) a une base orthonormale
directe, et 6 € R tel que

cosf@ —sinf O
P lAP =tPAP = | sinf cos® 0
0 0 1

A € O~ (3) si et seulement si —A € OF(3), si, et seulement si, A est une matrice orthogonale
dont la troisiéme colonne est 'opposé du produit vectoriel de ses deux premiéres, si, et seulement
si, il existe P € OT(3), matrice de passage de la base canonique de M3 1(R) (identific & R?) a
une base orthonormale directe, et 6 € R tel que

cos@ —sinf O
P'AP =tPAP = [ sinf cosf 0
0 0 -1

Notons &£ un espace euclidien de dimension 3, i.e. ’espace vectoriel euclidien habituel de la
physique (newtonienne) et w un automorphisme orthogonal de £ distinct de +1¢.

u € SOE) = OF(E) si, et seulement si, & = ker(u — Ig) & (ker(u — Ig))J_ = RK®P avec
u|lrk = Irk et u|p une rotation vectorielle du plan P ; ainsi, u est une rotation axiale d’axe K.

. . 1L

u € O~ (€) si, et seulement si, & = ker(u+ I¢) ®(ker(u+I¢))” = RK®P avec ulrk = —Irk
et u|p une rotation vectorielle du plan P ; ainsi, u est la composée (commutatif) d’une rotation
axiale d’axe K et d’une symétrie orthogonale par rapport au plan orthogonal & ’axe de la rotation,
i.e. d'une réflexion qui laisse globalement invariant I’axe de la rotation.

Remarques.

Siu e SOE) = OF(€), tru = 1+ 2cosb, ce qui détermine cosf (exactement) et sin@ (au
signe pres) ; si I est un vecteur orthogonal a 'axe RK de la rotation u, I’égalité I A u(I) = sin 0 K
donne le signe de 6.

Siue O (), tru=—1+42cosf, ce qui détermine cosf (exactement) et sinf (au signe prés) ;
si I est un vecteur orthogonal a 'axe RK de lanti-rotation u, I’égalité I A u(I) = sin # K donne le
signe de 6.

Si K est un vecteur unitaire et § un nombre réel, la rotation rk ¢ d’axe RK et d’angle 6 est
donnée par la formule due a Euler :

K, X+ cosfx + (1 —cosf)(K | x)K + (sind)K A x (5.1)

6 Reéduction des endomorphismes autoadjoints

FE est un espace euclidien de dimension n.

6.1 Reéalité des valeurs propres et orthogonalité des sous-espaces vecto-

riels propres d’un endomorphisme autoadjoint (symétrique)
Théoréme 6.1. Siu est un endomorphisme autoadjoint (symétrique) d’un espace euclidien E,
alors

(1) le polynome caractéristique de u est scindé sur R ;
(ii) les sous-espaces vectoriels propres de u associés a des valeurs propres distinctes sont ortho-
gonauz.

PREUVE.
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() Soient B une base orthonormale de F et A = Matg(u) la matrice de u relative & B. Puisque u
est autoadjoint, A est une matrice symétrique réelle et x4 = xu.
XA est un polynome a coefficients réels, donc scindé sur C; si A € spa(A) est une valeur
propre complexe de A et X € M, 1(C) un vecteur propre associé, A€ spc(A) est une valeur
propre complexe de A et X € M,, 1(C) un vecteur propre associé, car

AX =2X — AX =)2X=)X
=AX = AX
Ainsi

IXAX = X(AX) = X(\X) = MX X = )\ X|?
= (IXA)X =11AX)X = (AX)X =0 X)X = MXX = )| X|?

et, puisque X # 0, || X|| > 0 et A\ = . Ceci montre que toutes les valeurs propres complexes de A,
donc de u, sont en fait réelles et x4 = X, est un polynéme scindé sur R.

(%) Si A et p sont deux valeurs propres distinctes de u, et x et y deux vecteurs propres associés, alors

(x|u(y)) = (x| py) =pnx|y)

(ux) [y) = Mx|y) = Mx]y)
Puisque A # p, (x| y) =0 et donc :
A£p = V(x,y) € ker(u — AMg) x ker(u — ulg), x Ly

et les sous-espaces vectoriels propres ker(u — M g) et ker(u — pulg) sont orthogonaux.
cqfd

6.2 Diagonalisation des endomorphismes autoadjoints (symétriques)

Théoréme 6.2 (fondamental).
Tout endomorphisme autoadjoint u d’un espace euclidien E est diagonalisable ; plus précisé-
ment, E admet une base orthonormale constituée de vecteurs propres de u.

PREUVE. Par récurrence sur la dimension n de F.

Initialisation : n = 1. Dans ce cas E est une droite vectorielle et u est une homothétie; si a est
un vecteur non nul de E, ||al|~'a est une base orthonormale qui convient.

Hérédité : n = n+ 1. Supposons l'existence d’une base orthonormale constituée de vecteurs
propres pour tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien de dimension n. Soient E un
espace euclidien de dimension n + 1 et v un endomorphisme autoadjoint de E. Puisque Yy, est
scindé sur R, prenons A une valeur propre (réelle) de u et a un vecteur propre (non nul) associé.
La droite D = Ra est stable par u; 'hyperplan H = D est stable par u* = u. Ainsi, u induit
sur ‘H un endomorphisme autoadjoint et, puisque H est un R-espace vectoriel de dimension n,
I’hypothése de récurrence montre ’existence d’une base orthonormale de H constituée de vecteurs
propres de u. En complétant cette base par ||a]|~ta, on obtient le résultat. cqfd

Théoréme 6.3 (Traduction matricielle).
Toute matrice symétrique réelle A est diagonalisable (sur R); plus précisément, il existe une
matrice orthogonale P € O(n) et une matrice diagonale D telles que :

D =P 'AP ='PAP = Diag(\1,..., \n)

Les colonnes de P constituent une base orthonormale de vecteurs propres de A et \; est la valeur
propre associé a la j€ colonne.
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PREUVE. L’endomorphisme u4 : X — AX associé & A est un endomorphisme autoadjoint de
M1 (R) muni de son produit scalaire naturel ; il existe donc une base orthonormale B de M, 1 (R),
constituée de vecteurs propres de u 4, i.e. de vecteurs propres de A. La matrice de passage P de la
base canonique, qui est orthonormale, & B est une matrice orthogonale et donne le résultat. cqfd

6.3 Applications

Proposition 6.4 (Spectre d’un endomorphisme positif, défini positif).
Soit u un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien E ; alors

(1) u est positif, i.e. Vx € E, (u(x) |x) 20 <= spu C R4y =[0,400[;
(i1) w est défini positif, i.e. Vx € E\ {0}, (u(x)|x) >0 < spu C R* =1]0,400[;

PREUVE. Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres de F;
on appelle A; la valeur propre associée au vecteur propre e; et (z1,...,z,) les composantes de x
relatives & B. Ainsi, pour tout x € F,

u(x) = U(Z xjej) = zjule)) = z;)\je;
=1 =1 =1
et n n n
(wx) [ x) = mhje; | Y awer) = Nzjaile; | er) = > Nja?
j=1 k=1 ik j=1
On obtient donc

Vx € B, 0< (u(x) |x) =Y Naj <= Vie[l,n], \; 20 < spuC Ry
j=1

Vx € E\{0}, 0< (u(x) | x)=>_ Nai <= Vje[l,n], A; >0 < spuCR}
j=1

cqfd

Proposition 6.5 (Spectre de ‘A A).
Si Ae M,,(R), alors tAA € S,,(R) et sp(*fAA) C Ry

PREUVE. ‘A A est une matrice carrée d’ordre n, symétrique réelle ; 'endomorphisme de M, 1 (R)
associé est positif, car

VX € Mp1(R), (ua(X) | X) ="X("AA)X = (AX)AX = |[AX[]* >0
cqfd

Proposition 6.6 (Caractérisation de la matrice d’un produit scalaire).
Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un espace euclidien E et G = [p(e;, e;)] la matrice
de ¢ dans une base (quelconque) de E ; alors

¢ est un produit scalaire sur E <= spG C R% =0, +00]
PREUVE.

¢ est un produit scalaire sur £ <= Vx € E'\ {0}, ¢o(x,x) >0
— VX € M,1(R)\ {0}, '’XGX >0
<= l’endomorphisme u¢g associé a G est défini positif
<= spug =spG C R} =]0,+o0]

cqfd
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7 Réduction des formes bilinéaires symétriques

7.1 Reéduction des formes bilinéaires symétriques

Soient E un espace euclidien de dimension n, B = (eq, ..., e,) une base orthonormale de E (la
base de référence), ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E et u, I’endomorphisme autoadjoint
de F associé :

V(x,y) € B, o(x,y) = (up(x) | y) = (x| up(y))

Notons A = [a; ;] = [¢(ei, ;)] la matrice de ¢ relative a B, X = (z1,...,z,) = Matp(x) et
Y ="y1,...,yn) = Matg(y); ainsi

n
V(x,y) € E?, o(x,y) =XAY = Z a; ;Y
i,j=1
Puisque B est une base orthonormale, les égalités
a;; = p(ei, e;) = (up(e;) | ;)

montrent que a;; est la composante suivant e; de u,(e;); ainsi A est aussi la matrice de u,,
relative a B.

Relativement & une base orthonormale B’ constituée de vecteurs propres de u, la matrice de
u,, relative & B’ est diagonale ; en notant P la matrice (orthogonale) de passage de B a B’, on a :

Matg (up) = Diag(Ai, ..., An) = PT1AP = 'PAP

En posant X = PX’ et Y = PY”, il vient
p(x,y) = (PX)APY') = 'X'('PAP)Y' ='X'DY’ = " Xz
j=i
Nous venons de réduire la forme bilinéaire symétrique ¢ dans une base orthonormale de E et

o(x,x) = Z Ajat? avec X' =(x],...,2]) = Matp (x)

7.2 Reéduction des formes quadratiques sur R"

Définition 7.1 (Forme quadratique a n variables).
Une forme quadratique q & n variables, ou sur R", est un polynéme homogéne de degré 2 de
ces n variables ; cette forme quadratique s’écrit :

n n
_ o — o249 L
Q(Ihx%---azn) = Q4,5 T;Tj = Qi Ti~ + Qg5 TiTj
=1 i=1 1<i<j<n

en prenant la convention a;; = a; ;.

Ecriture matricielle d’une forme quadratique

La matrice A = [a; ;], symétrique, réelle, d’ordre n, est dite associée a la forme quadratique g
et on a:

n
Q(x17x27-. .,,CCn) = Z Qi j TiT; = tXAX

ij=1
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Forme bilinéaire symétrique associée

Puisque A est une matrice symétrique réelle, il existe une matrice orthogonale P € O(n) telle
que P~AP ='PAP = Diag(\1,...,\,). En posant X = PX’, il vient :

g(z1,... 1) = (PX)A(PX') = 'X'("PAP)X' = 'X'Diag(\1, ..., \) X' = > M)’
Jj=t

Nous venons de réduire la forme quadratique g en somme de carrés dans une base orthonormale de
M, 1(R) (que 'on peut identifier & R™), base orthonormale constituée de vecteurs propres de A.



