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D éveloppements limit és

1. Fonction exponentielle

Voussavez déja quela fonction exponentiellef :t € estdérivable,en particulierent = 0, etque f (0) = 1. En
utilisantla dé nition dunombredérivé, celapeuts'écrire

auvoisinagedet = 0, ona e =1+t +teft) avec !irr(l) et)=0

(Enfait, ona,auvoisinagedet = 0, f(t) = f(0) +tf (0) +te(t) avec!ing) et)=0.)

Ainsi, auvoisinagede 0, € s'écritcommela sommedu polynéme1 +t dedegré 1 et du termecompementairee(t)
ou !in?) gt) =0.

Remarques :
Pourt voisinde0, le polyndme1 +t fournit unevaleurapprocteede€'.

le polyndbmel +t donneuneéquationdela tangenteala courberepesentatie dela fonctionexponentielleenson
pointd'abscisse.

. o oood 1
Cetteecrlturepermetau35|dedetermmeﬂtln?) — puisquel'on a, pourtoutt = 0,

1 .
— - 1+¢et) avec !lng)e(t) =0

Le résultatci-dessusse géeréralise,et on montre (cf par exemplele livre Analyse, Alg ebre lin éaire, Nombr es
complexes de BernardVerlantaux éditionsFouchey 1997,pagesl47-149)quel'on a, pourtoutréelt [ 1 1] et
pourtout entierpositif n

et—gﬂ+t”e(t)—1+L+ﬁ+ +E+t”e(t) avec limet) =0
-aj TTou 2 n! to

Cetteécritures'appellele développement limit é d'or dren de la fonction exponentielle au voisinage de 0.
Lesdéweloppementiimitéssuccessifenx = 0 pourla fonction exponentiellenousdonnentainsi despolyndmesde
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degrésdeplusenplusélevesapproximanta fonctionexponentielleauvoisinagedeO :

Pi(X)=1+x
X2
PZ(X):1+X+E
X2 X3
} > P. =1+X+—+—
; ) =1+x+ 5+ 5

2.Développement limit &€ d'une fonction en 0
Soit f unefonctiondé nie en0 etsurun voisinagedeO.

Ondit que f admet un développement limit € d'ordre n en 0 s'il existe desnombresréelsay a; a, etune
fonctionetelsque,surunvoisinagedet = 0, f(t) peuts'écrire

f() =ag+agt+  +a,t" +t"e(t) avec !irrg) et)=0
Le polyndmeap + ait +  + a,t" estappeé partie réguliere du développementimité d'ordren de f enO.
Remarques :
Onaag = f(0).
Onadmettraguesi un tel développemenexiste, il estunique.
Le faitquelin?) g(t) = 0signi e enparticulierque,pourtoutnombrepositifd x &,aussiprochede0 quel'on veut,

il existeunintervallecentieenO surlequel et)  d.

3. Développements limit ésdes fonctions usuelles
Onadmettreguel'on alesdéveloppementmitéssuivants,auvoisinagedeO :

I . _ t t? o , _
e‘—goﬁﬂe(t) soit et_l+ﬁ+§+ +E+te(t) aveclim e(t) = 0
Y (1 ¢ +1"e(t) soit  |—a=1 t+tls +( D" +t"et) aveclimet) =0
1+t 20 i 1+t t 0
on . ti ) t2 t3 1tn .
In1+t)=3( 1) ! 0 +t"e(t) soit In(1+t) =t 5 + 3 +  +( 1) = +t"e(t) a\/eclln’(lj et)=0
i=0
n°2 2p+1 _— t3 '[5 t2p+1 _—
int = p pt i int = — 4+ — R p i =
sint 20( 1) 2p+ 1) +tP () soit sint =t 3 + 5 + +( 1) 2p+ 1) +tP () avec!m?)e(t) 0
n°2 0 t2p 2 . 1 t2 t4 1y th 2 i 0
cost = ;?—10( 1) o +1t°Pe(t) soit cost = o1 + a + +( 1 @) +  +1Pe(t) a\/ectmg)e(t) =
1 1 +1 .
1+t =1+ %t + %tz + 4+ a@ 1) n|(a n )t“ +1"g(t) aveclln'(lj et)=0

Onadmettradeplusquel'on peutadditionnermultiplier, oucomposetesdéveloppementimit és(voir lesexercices).
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Exercices

Exercice 1: Application imm édiate des formules ‘

DéterminerdesdéweloppementtimitésenO al'ordre 6 desfonctionssuivantes

a) f(x)=¢ b) f(x)= %( c) f(X) =sinx d) f(x) =sin2x

Exercice 2 : Développement limit €d'une somme ‘

Déterminete développementimité d'ordre 3 en0 desfonctionsf etg dé nies sur  par

f(t)=sint+cost 1 et gt)=€+e'!

‘ExerciceS: Recherche de développements limit és ‘

Déterminerle développementimité d'ordre 3 en0 desfonctionsf suivantes

0 f(t) = In 1+52 &) f(t) = te?

b) f(t) = —— d) f(t) =In(2+1) f) () = (2t + 1)e

‘Exercice4: D éveloppement limit éd'un produit ‘

Déterminete développementimité d'ordre 3 en0 dela fonction f dé nie sur parf(t) = e 'sint.

‘ExerciceS: D éveloppement limit &€ d'une composée de fonctions ‘

Soit f lafonctiondé nie sur par f(x) = ",
1. Ecrirele developpemenltimité d'ordre 3 en0 dela fonctionsint. Onle note( ).
2. Ecrirele développementimité d'ordre 3 en0 dela fonctione*. Onle note( ).

3. Onadmetquela fonction f a un développementimité d'ordre 3 en0 dontla partieréguliereestobtenuede la
fagn suivante: dansla partierégulieredu( ), onremplacechaquex parla partierégulieredu développement )
etonnegardequelestermesent dedegréinférieurou égala 3.

Démontrerguele developpementimité d'ordre 3 en0 dela fonction f est

. t2 -
eM=1+t+-+t%t) ou  lmet)=0

‘ExerciceG: Limites et développement limit & ‘

A l'aide dedéwveloppementtmités,déterminedeslimites suvantes

.1 cost .1 cosz2t
D = Dl

‘Exercice?: D éveloppement limit & et étude locale de fonction ‘

Soit f lafonctiondela variableréellex dé nie sur par
f)=e*1 x+1
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On déesigneparC; la courbereprésentatie de f dansle plan muni du repereorthonormal(O ) (unité graphique
2 cm). La courbeC; estdonréeci-dessous

11

Loy

1. a) Démontremuele développementimité d'ordre 3 de f auvoisinagedeO est:
2
f(X) = 2+x §x3+x3e(x) avec  lme(x)=0

b) Endéduireuneéquationdela tangentel ala courbeC; aupointd'abscisse.
c) Etudierla positiondeT parrapportaCs auvoisinagede cepoint.
2. a) Calculeral'aide d'uneintégrationparparties,a valeurexactedel'int égrale

12
| = @1 x)dx
0

b) Déduiredela questionpréccdentda valeurexactedel'int égrale

12
J= f(x) dx
0
¢) Calculerla valeurexactedel'int égrale
12 2
K= 2+x =X dx
0 3

d) Vérierque0O K J 6103

‘ExerciceS: Recherche de développement limit &—emploi pour I' étude locale d'une fonction

Le planestmunid'un repereorthonormalO ) ou lesunité sont2 cm surl'axe desabscissest 1 cm surl'axe des
ordonrees.

Soit f lafonctiondé nie sur 1 +¥[ par
2

9= 5 1 &
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et C sacoujrbereprésentatie dansle repere(O ).
1. Etablirle tableaudevariationde f.
2. a) Détermineile développementimitéde f al'ordre 2 auvoisinagedeO.

b) En déduireuneéquationde la tangenteT a C au point A d'abscisseD ; puis étudierla positionde C par
rapportaT auvoisinagedu pointA.

3. Repésenteta courbeC etlatangentel dansle repere(O ).

On seproposede calculerla valeurexacte,encn?, del'aire A dela partiedu planlimité parC, I'axe desabscissest
lesdroitesd' équationgespectiesx = 0 etx = 2.

4. Calculerl'int égrale
2

f(x) dx
0
Onpourraau préalabledéterminelesréelsa etb telsquela fonctionF dé nie sur[ 1 +¥[ par
F(X)= ad+bx+c e

soituneprimitive dela fonction f.
5. DonnerlavaleurexactedeA.
6. Donnerunevaleurapprocleea 10 * presdeA.

‘ Exercice9: Un probl eme de synth ese ‘

L'objectif de cetexerciceestd' étudier la solution f dé nie sur , de la variable x, de I'équation dif férentielle :
(E) y +y=(2x+3)e *
vériant la condition initiale f(0)= 1.

— Partie A - Résolution de I' équation dif férentielle —
1. Résoudresur [I' équationdifférentielle

(Eo) y+y=0
2. Veérier quelafonctiong dé nie sur par
9(¥) = (¢ +3x)e *

estunesolutionparticulieredel' équationdifférentielle(E).
3. Résoudresur I' équationdifférentielle(E).
4. Déterminefa solution f decetteéquationqui véri e la conditioninitiale f(0) = 1

— Partie B - Etude de la solution f —
Soit f lafonctiondé nie sur par:
f(x) = (% +3x+1)e *
OnnoteC; sacourberepresentatie dansunrepereorthonormalO ) (unité graphique 1 cm).
1. Etude des variations de la fonction f
a) Détermineleslimitesde f en+¥ eten ¥.
b) Etudierle sensdevariationde f et établirsontableaude variation.
2. Position relative de la courbe et de satangente au voisinage du point A d'abscisse0.
a) Déterminen' équationdela tangentel ala courbeC; aupointA d'abscisse.

b) Ecrirele déeveloppementimité d'ordre 2 de f auvoisinagede 0. En déduirela positionrelative deC; etde
T auvoisinagedu point A.

c) TracerC; etT dansle repere(O ).
3. Calcul d'une aire
a) A l'aide d'uneintégrationpar parties déterminemneprimitive dela fonctionh dé nie sur par:

h(x) = (2x+ 3)e *
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b) Enserappelanguelafonction f estunesolutiondel' équationdifférentielle(E) etvéri e donc
f(x)+ f(x)=(2x+3)e *

etenutilisantle résultatde la questiorprécedentedéterminemneprimitive de f.
¢) Pourtoutnombreréela 0, onpose:
a
I(a) = f(x) dx
0

Calculerl (a). Déterminera limite del(a) lorsquea tendvers+¥ . Donneruneinterprétationgraphiquede
cesrésultats.

Exercice 10: Equation dif férentielle et étude de fonction, bts mai, juin 2001

Lestrois parties de cet exercice peuvent étre trait éesde fagon ind épendante.
—Partie A — Résolution d'une équation différentielle —
On consicerel' équationdifféerentielle

(E) y 2y=¢&*

ou y estunefonctiondela variableréellex, dé nie etdérivablesur ety safonctiondérivée.
1. Résoudresur [I' équationdifféerentielle:

(Eo) y 2y=0

2. Soith lafonctiondé nie sur parh(x) = x>
Démontrergueh estunesolutionparticulieredel’ equatiordifferentielle(E).
3. Déterminera solutiongéréraledel' équation(E).
4. Détermineia solutionparticuliere f del' équation(E) qui véri e lacon tion f(0)= 1.

— Partie B — Etude d'une fonction —
Soit f lafonctiondé nie sur parf(x) = (x 1)e*
Sacourbereprésentatie C estdonréedansle reperedel'annexe (arendreavecla copie).
1. a) Calculerlim¥ f(x)
X +
b) Onadmetque Iim¥ xe” = 0. Endéduire Iim¥ f(x)
X X
¢) Interpretergéonetriquemente résultatobtenuau b).
2. a) Démontremue,pourtoutxde , f (X)=(2x 1)
b) Résoudredans ['in équationf (x) 0.

¢) Endéduirele sensdevariationde f sur .

3. a) A l'aide du déweloppementimité au voisinagede O de la fonction exponentiellet ', donnerle
déeveloppemenlimité, al'ordre 3, auvoisinagede0 dela fonctionx €.

b) Endéduirequele développemenlimité,al'ordre 3, auvoisinagede0 dela fonction f est:
f)= 1 x+ éxs +xe(x)  avec lim e(x) =0
X

¢) Endéduireuneéquationdela tangentel ala courbeC aupointd'abscisse) etla positionrelatvedeC et T
auvoisinagede cepoint.

d) TracerT dansle reperedel'annexe.
— Partie C — Calcul intégral —

0
1. Soita unréelstrictemennégatif; onposel (a) = f(x) dx.
a

Démontrerque

Nw
e
Q

I(a) = g —a
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On pourraeffectueruneintégrationpar parties.
2. a) Calculerlalimite del(a) quanda tendvers ¥.
b) A l'aide d'une phrasedonneruneinterprétationgraphiquede cerésultat.

Annexe
y A
1
|
C \\ O X
//

Exercice11: Une équation dif férentielle d'ordre 2, Bts M écanique et Automatismes Industriels, 2000

L'objectif de cet exercice est de résoudre une équation dif férentielle dont une solution particuli ere est
susceptible de dé nir une fonction de densité en probabilit és.

Les parties A. et B. peuvent étre trait éesde facon ind épendante.

—Partie A —Résolution d'une équation dif férentielle —
On consicerel' equationdifféerentielle

(E) y dy= %’e”

ou y estunefonctiondela variableréellex, dé nie et deuxfois dérivablesur , y la fonctiondériveedey, ety sa
fonctiondériveeseconde.

1. Résoudresur |I' équationdifférentielle
(Eo) y 4y=0
2. Vérier quelafonctiong dé nie sur par
g(x) = e >
3
estunesolutionparticulieredel' équationdifférentielle(E).

3. Endéduirel'ensembledessolutionsdel' équationdifférentielle(E).
4. Détermineia solutionparticuliereh del' équationdifférentielle(E) véri ant lesconditions

h(0):%1 et h(O):g
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— Partie B — Etude d'une fonction —

Soit f lafonctiondé nie sur[0 +¥[ par

f(x) = g(1+x)e x

UnereprésentatiorgraphiqueC de f, dansun repereorthogonal estdonréeci-dessus.
1. Le graphiguesuggereun sensdevariationpourla fonction f. L'objet de cettequestionestdejusti er cerésultat.

a)

b)

Démontremgue,pourtoutx de[0 +¥],
4 2x
f(x)= §(2x+ 1e

Endéduirele sensdevariationde f sur[0 +¥].

2. Le graphiquepermetd'envisagerune asymptoteen +¥ pour la courbeC. A partir de I'expressionde f(x),
déeterminemunelimite de f justi ant cettepropriéte graphique.

3. a)

b)

b)

0

A l'aide du développementimité au voisinagede O de la fonction exponentiellet €', donnerle
développementimité al'ordre 3 auvoisinagede0 delafonctionx e %

Endéduirequele développemenltimité al'ordre 3 auvoisinagede 0 dela fonction f est:
4 4 8 _ _
fe)=35 3x+ §x3 +x%e(x)  avec lim e(x) =0

Endéduireuneéquationdela tangenterl ala courbeC aupointd'abscisse) etla positionrelative deC ett,
pourx positif auvoisinagedeO.

A l'aide d'uneintégrationparparties,calculerla valeurexactedel'int égrale;

3

| = f(x) dx
0

Donnerunevaleurapproctee,arrondieaucenteme,del'int égralel .
Donneruneinterprétationgraphiquedel'int égralel .
Surl' écrand'une calculatrice quipeed'un logiciel particulier(calculformel), onlit le résultatsuivant,ou t
estun nombreréelpositif quelconque

t 2
= f(x)dx= =t 1 e?+1
0 3
Cerésultat estadmis ici et n'a donc pas a étre démontr €.
Déterminer

. 2 2
t|||11¥ §t 1l e

Soit A(t) I'aire, enunitésd'aire, dela partiedu planlimitéeparles axesde coordonreesa courbeC, etla
droited'équatiornx =t out estun nombreréelpositif.
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Déterminerd = lim A(t).
t +¥

d) Déterminerla valeurexactedeJ | ou |l = A(3) a été calcuk a la questiond.a), et en déduirela double
inégalie:0 J | 102
Donner al'aide d'une phraseuneinterprétationgraphiqueded 1.

|Exercice 12: Mouvement amorti |

Les deux parties peuvent setraiter ind épendamment 'une de l'autr e.
Lorsdel' étuded'un mouvementamorti,on étudiel' équationdifféerentielle;
(E) y +4y +4y=2
ouy estunefonctiondet, dé nie et2 fois dérivablesur .
1. Résoudresur |I' équationdifférentielle
(Eo) y +4y +4y=0
2. Montrerqu'il existeunefonctionconstantesolutionde (E).
3. Donnerl'ensembledessolutionsde (E).
On étudiea présenta fonction f dé nie sur[0 +¥[ par
1 1
fty=-+1t - e?
1. a) Déterminerf(0).
, _ X
b) Determlnertllrp¥ f(t). (On rappellequetllr11¥ i 0)
2. a) Déterminedadériveef (t) delafonction f.
b) Etudierle signedela deriveef (t).
c) Déduiredesquestionprécdentede tableaudevariationdela fonction f.
3. a) Montrerquele développementimitéal'ordre 3 en0 delafonction f est:

f)=2t 32+ gts +t3(t) avec !m(]) et)=0

b) Endéduirel' équationdela tangenteala courbede f aupoint d'abscisse.
. Soitg lafonctiondé nie sur[0 +¥[ par

N

1 . 1
gt)="f@t) = soit git)y=t = e?
2 2
Calculer enutilisantuneintégrationparparties l'int égrale

2
= g)dt
0

Exercice 13: Equation dif férentielle, développement limit &, relations fonctionnelles

Les 3 parties de cet exercice peuvent étre trait éesde facon ind épendante.
—Partie A —Résolution d'une équation dif férentielle —
On consicerel' equationdifféerentielle

(E) y y 2y=( 6x 4

ou y estunefonctionde la variablex, dé nie et deuxfois dérivablesur , y safonction dériveepremiereety sa
fonctiondérivéeseconde.

1. Résoudresur [I' équationdifférentielle

(Eo) y y 2y=0
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2. Soith lafonctiondé nie sur par:  h(x) = (x* + 2x)e X.
Démontrerqueh estunesolutionparticulieredel’ equatiordifferentielle(E).
3. Endéduirel'ensembledessolutionsdel' équationdiférentielle(E)
4. Déetermineda solutionf del' équationdifférentielleE qui véri e lesconditionsinitiales:

fO)=1 et f(0)=1

— Partie B — Etude d'une fonction —

Soit f la fonctiondé nie sur  par f(x) = (x + 1)%e X. Sacourbereprésentatie C dansun repere orthonormalest
donréesurla gure ci-apres.

1. a) Calculerxlim¥ f(x).
b) Déterminerxlirg¥ x2e * etXIirp¥ xe *. En d'eduirexlirg¥ f(x).
¢) Interpretergraphiquemernie résultatobtenuau b).
2. a) Démontremue,pourtoutxde , f (X)=(1 x%)e *.
b) Résoudredans ['in équationf (x) 0.
¢) Endéduirele sensdevariationde f sur .

3. a) A l'aide du déweloppementimité au voisinagede O de la fonction exponentiellet ', donnerle
déwveloppemenlimité, al'ordre 2, auvoisinagedeO dela fonctionx e *.

b) Démontremuele développementimité,al'ordre 2, auvoisinagede 0 dela fonction f est:
1 2 2
f(x)=1+x éx +x€ex)=0

¢) Endéduireuneéquationdela tangentel ala courbeC aupointd'abscissé etla positionrelatvedeC et T
auvoisinagedecepoint.

—Partie C —Calcul int égral —
1. a) Lafonctionf dé nie dansla partieB étantunesolutiondel' équationdifférentielle(E) :
y y 2y=( 6x 4e”

montrerque f véri e, pourtoutxde ,

f(x):% f(xX) fX+(@6x+4)e”

b) SoitF lafonctiondé nie sur par:
1
F(x) = > f(x) f(x) (6x+10) *

MontrerqueF estuneprimitivede f.
c) Vérier que,pourtoutxde

FX)=( x* 4x 5)e X
2. Utiliser cequi précedepourdémontremuel‘aire A dela partiedu planhachugéesurla gure est,enunite d'aire,
A=e 5
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\
X

A

Exercice 14: Equation dif férentielle, bts mai, session2003

Lestrois parties de cet exercice peuvent étre trait éesde fagon ind épendante

— Partie A - Résolution d'une équation dif férentielle —

On consicerel' equationdifféerentielle

(E)

y+y=2e”*

ou y estunefonctiondela variableréellex, dé nie etdérivablesur , ety safonctiondérivée.

1.
2.

Détermineressolutionssur del' équationdifféerentielle(Ep) :y +y=0.
Soith lafonctiondé nie sur parh(x) = 2xe *.
Démontrerguela fonctionh estunesolutionparticulieredel’ equationdifferentielle(E).

. Endéduirel'ensembledessolutionsdel’ equatiordifféerentielle(E).

Déterminetasolutionf del' equatiordifférentielle(E) dontla courberepresentatie,dansunrepereorthonormal,
passeparle pointdecoordonrees(0 3).

— Partie B - Etude d'une fonction —

. La courbeC ci-dessousepresentedansun repereorthonormallO ) unefonction f dé nie sur par f(x) =

(ax+ b)e * ou aetb sontdesnombregéels.

LadroiteD estlatangenteala courbeC aupointA d'abscissé. Cettetangentgpassearle pointB decoordonrees
(3 0).

11



Développements limit és LycéeLouis Armand,Poitiers

D
A
[
2 N\
C \
1 N
B
-1 0 1 2 3 4 5 6
-1

a) Déeterminemgraphiqguement (0).

b) Déterminergraphiqguemendu parle calcul, f (0).

¢) Déterminelesvaleursdesnombregéelsa etb.
Dans la suite, on admet que f estdé nie sur par

f(x) = (2x+3)e *

2. a) Demontremque,pourtoutxde , f (X)=( 2x 1e X
b) Résoudredans ['in équationf (x) 0;
¢) Endéduirele sensdevariationde f sur . (Onnecherchergasleslimitesen ¥ eten+¥.)
3. a) Déterminede développementimité,al'ordre 2, auvoisinagede0, dela fonctionx e *.
b) Démontrerquele développementimité, al'ordre 2, auvoisinagede 0, dela fonction f est:

fx)=3 x %xz +x%e(x)  avec lim e(x) =0
X

— Partie C - Calcul int égral —

1. Lafonction f dé nie dansla partieB estunesolutiondel' équationdifferentielle(E) dela partieA. Donc, pour
toutx de
f(x)= f(x)+2e*

En déduireuneprimitive F de f sur .

12
2. Onnotel = f(x) dx.
0

a) Déemontremuel =5 6e 2

b) Donnerunevaleurapprocteearrondiea10 3 del.

12

1
3. OnnoteJ = 3 x =X dx
0 2

a) Démontremqued = 65 48.
b) Donnerunevaleurapprocteearrondiea10 3 deJ.
c) Vérier quelesvaleursapprocleesobtenuesi-dessupourl etJ differentde moinsde 10 2.
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