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Alg �ebre lin éaire
1. L'espacevectoriel �

2

L'espacevectoriel �

2 est certainementle plus connu des espacesvectoriels.Je rappelle ici quelquesnotions le
concernant.�

Onnote �

2 (ou ����� ) l'ensembledescouples(x � y) denombresréels(x ��� ety ��� ). Traditionnellement,onpeut
associer�a chaquecouple(x � y) de �

2 un vecteurduplan,et cedemani�ereuniquesi l'on a pris la peinededé�nir une
base(	 � �
	 � ) duplan.�

Si 	 � et 	 � sont deux vecteursquelconquesnon nuls du plan, alors tout vecteur 	u peuts'écrire de mani�ereunique
	u = x	 � + y	 � . Ondit que(	 � ��	 � ) estunebasedu plan etque(x � y) estle couple de coordonnéesde 	u dans la base(	 � ��	 � ).

On disposededeuxopérationssur les élémentsde �

2 , l'une interne, l'addition, qui a lieu entre2 élémentsde �

2 et
l'autre externe, la multiplicationparunscalaire,qui a lieu entreunnombreréelet un élémentde �

2.�

Addition : si 	u et 	v sontdeuxvecteursdecoordonńeesrespectives(x � y) et (x
�� y
 ) dansla base(	 � ��	 � ), alorsle vecteur
sommede 	u et 	u
 , noté 	u + 	u
 , apourcoordonńees(x + x
�� y + y
 ) dansla base(	 � ��	 � ). On écrit

	u + 	u
 =

�

x
y�

+

�

x


y



�

=

�

x + x


y + y



�

�

Multiplication par un scalaire : si l estun nombreréelet 	u un vecteurdecoordonńees(x � y) dansla base(	 � ��	 � ),
alorsle vecteurproduitduvecteur	u parle réel l , noté l ��	 u, a pourcoordonńees(l x � l y) dansla base(	 � ��	 � ). On écrit

l ��	 u = l �

�

x
y�

=

�

l x
l y�

Lorsqu'il n'y a aucuneambigü�té,on ometsouventle signe � decetteopération,et on écrit l ��	 u = l 	u. Lesvecteurs	u
et l 	u sontdit colinéaires.�

L'ensemble�

2 , munidel'addition + etdela multiplication � parunscalaireestappeĺeespacevectoriel . Ondit qu'il
estdedimension 2.

2. L'espacevectoriel �

n

2.1­ L'ensemble �

n

On note �

3 (ou ��������� ) l'ensembledestriplets(x � y� z) ou (x1 � x2 � x3) denombresréels,et on note �

4 l'ensemble
desquadruplets(x1 � x2 � x3 � x4) denombresréels.De mani�ereplusgéńerale,pourtoutentiernatureln nonnul, on note

�

n l'ensembledesn­uplets(x1 � x2 ��������� xn) denombresréels

2.2­ L'addition dans �

n

Ondé�nit la sommededeuxn­uplets(x1 � x2 ��������� xn) et (x
1 � x
2 ��������� x
n) par
��

��

x1

x2
...

xn

 �!

!

"

+

��

��

x
1
x
2
...

x
n

 �!

!

"

=

��

��

x1 + x
1
x2 + x
2

...
xn + x
n

 �!

!

"

Ondémontreque �

n munidecetteadditionposs�ede,auniveaudecetteopération,lesmêmespropriét́esquel'ensemble
desvecteursduplan,enremplaçantle vecteurnul 	0 duplanparle n­uplet(0 ��������� 0) etenprenant( # x1 ��# x2 ����������# xn)
(notéaussi# (x1 � x2 ��������� xn)) commeoppośede(x1 � x2 ��������� xn) pourl'addition.

2.3­ Multiplication par un réel

Ondé�nit le produitd'un réell etd'un n­uplet(x1 � x2 ��������� xn) par

l �

�
�

��

x1

x2
...

xn

 
!

!

"

=

�
�

��

l x1

l x2
...

l xn

 
!

!

"

L�aencore,s'il n'y a pasambigü�té,onometsouventle signe � decetteopération.

On démontreque �

n muni de la multiplicationparun nombreréelposs�ede,auniveaudecetteopération,lesmêmes
propriét́esquel'ensembledesvecteursduplanmuni dela multiplicationparunnombreréel.

1
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2.4­ L'espacevectoriel �

n

On vient de voir que �

n , muni desopérations+ et � , poss�edeles mêmespropriét́esquel'ensembledesvecteursdu
plan(oudel'espaceeuclidien�a3 dimensions)munidespropriét́es+ et � analogues.Onprolongecetteanalogieparle
langageutilisé :

L'ensemble�

n, munidel'addition etdelamultiplicationparunnombreréel,estappeĺeespacevectoriel . Seśeléments
sontappeĺesvecteurs, etonnote 	u = (x1 � x2 ��������� xn) un élémentquelconquede �

n .

Soitn unentiernaturelnonnul. Pourtoutn­uplet(l 1 � l 2 ��������� l n), onappellecombinaison lin éaire desvecteurs 	u1,
	u2, ����� , 	un le vecteurl 1 	u1 + l 2 	u2 + ����� + l n 	un.

3. Basecanonique de �

n

3.1­ Exemple

Soit 	u = (x1 � x2 � x3) unvecteurquelconquede �

3. Si onpose

	e1 = �

1
0
0 �

� 	e2 = �

0
1
0 �

� 	e3 = �

0
0
1 �

� alors �

x1

x2

x3 �

= x1 �

1
0
0 �

+ x2 �

0
1
0 �

+ x3 �

0
0
1 �

En conclusion: tout vecteurde �

3 estcombinaisonlinéaireuniquede 	e1, 	e2, 	e3. On dit que(	e1 � 	e2 � 	e3) est la base
canoniquede �

3.

3.2­ Casgénéral

Soitn unentiernaturelnonnul. On consid�erelesn vecteursde �

n

	e1 =

�
�

�

�

�
�

1
0
...
0
0

 
!

!

!

!

"

	e2 =

�
�

�

�

�
�

0
1
...
0
0

 
!

!

!

!

"

����� 	en � 1 =

�
�

�

�

�
�

0
...
0
1
0

 
!

!

!

!

"

	en =

�
�

�

�

�
�

0
0
...
0
1

 
!

!

!

!

"

Alors tout vecteur	u = (x1 � x2 ��������� xn) de �

n s'écrit demani�ereuniquecommecombinaisonlinéairedesvecteurs	e1,
	e2, ����� , 	en :

	u = x1	e1 + x2	e2 + ����� + xn	en

On dit que(	e1 � 	e2 ��������� 	en) estla basecanonique de �

n et que(x1 � x2 ��������� xn) estle n­uplet de coordonnéesde 	u
dans la basecanonique de �

n.

4. Applications lin éaires

4.1­ Application lin éaire de � dans �

On rappellequesi a estun nombreréel, la fonction f dé�nie sur � par f (x) = ax estappeĺeeapplication lin éaire.
Sarepŕesentationgraphiqueestunedroitepassantparl'origine du rep�ere.Unetelle fonctionvéri�e enparticulierles
propriét́essuivantes:�

Quelsquesoit lesnombresréelsx1 etx2, ona

f (x1 + x2) = f (x1) + f (x2)
�

Quelsquesoit lesnombresréelsl et x, ona
f (l x) = l f (x)

�����	��

�����

– En fait, les seulesapplications lin éairesde � dans � sont les fonctions ayant une dé�nition
du type f (x) = ax pour un certain réel a.

4.2­ Application lin éaire de �

p dans �

n

Dé�nition

Uneapplicationf de �

p dans�

n estdite lin éaire si elle véri�e lespropriét́essuivantes:
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�

Quelsquesoit lesvecteurs	u et 	v de �

p, ona

f ( 	u + 	v) = f ( 	u) + f (	v)
�

Quelsquesoit le nombreréell et le vecteur	u ���

p, ona

f (l 	u) = l f ( 	u)

Théor�eme

Uneapplicationf de �

p dans�

n estlinéairesi et seulementsi, quelsquesoit lesréelsl et µ, et
quelsquesoit lesvecteurs	u et 	v de �

p , ona

f (l 	u + µv) = l f ( 	u) + µf (	v)

4.3­ Caractérisation

Soit (	e1 � 	e2 ��������� 	ep) la basecanoniquede �

p, et f uneapplicationlinéairede �

p vers �

n. Alors l'application f est
enti�erementdétermińeeparlesimagesf (	e1), f (	e2), ����� , f (	ep) desvecteurs(	e1 � 	e2 ��������� 	ep).

End'autrestermes,si g estuneapplicationlinéairede �

p vers �

n , telle que

g(ei) = f (ei) pourtoutentieri, 1 � i � p alors f = g �

5. Matrice d'une application lin éaire
Soit f uneapplicationlinéairede �

p vers �

n. On note(	e1 � 	e2 ��������� 	ep) la basecanoniquede �

p et (	 � 1 �

	 � 2 ���������

	 � n) la
basecanoniquede �

n. Onappellematrice de f relativement aux basescanoniquesde �

p et de �

n le tableaudont
lescolonnessontlescoordonńeesdesvecteursf (	e1), f (	e2), ����� , f (	ep) dansla basecanonique(	 � 1 �

	 � 2 ���������

	 � n) de �

n.
Cettematricecomportedoncn ligneset p colonnes,ondit quec'estunematrice (n � p).

6. Calcul matriciel élémentaire

6.1­ Addition de 2 matrices

Soit A = (ai j) et B = (bi j) deuxmatrices(n � p) (c'est �a dire n ligneset p colonnes).La matriceA + B = (ci j) est la
matrice(n � p) telleque,pourtout coupled'indices(i � j) véri�ant 1 � i � n et 1 � j � p, onait

ci j = ai j + bi j �

Parexemple,
�

1 2 3
4 5 6

�

+

�

7 8 9
10 11 12

�

=

�

8 10 12
14 16 18

�

6.2­ Produit d'une matrice par un réel

Soit A = (ai j) unematrices(n � p) et l un réelquelconque.La matricel � A = (ci j) estla matrice(n � p) telle que,pour
tout coupled'indices(i � j) véri�ant 1 � i � n et 1 � j � p, onait

ci j = l ai j �

Parexemple,

2 �

�

1 2 3
4 5 6

�

=

�

2 4 6
8 10 12

�

3
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6.3­ Produit de 2 matrices

Soit A = (ai j) unematrices(n � p) et B = (bi j) unematrices(p � q). La matriceA � B = (ci j ) estla matrice(n � q) telle
que,pourtout coupled'indices(i � j) véri�ant 1 � i � n et1 � j � q, onait

ci j =
p

å
k=1

�

aik � bk j �

= ai1b1j + ai2b2j + ����� + ai pbpj �

a21 a22 a2p

b12

b22

bp2

a11 a12 a1p

an 1 an 2 anp

b11

b21

bp1

b1q

b2q

bpq

c22

A
n lignesp colonnes

B
p lignesq colonnes

C = A � B
n lignesq colonnes

cij =
pX

k=1

aik bk j

Ainsi, parexemple,ona

�

1 2
3 4
5 6 �

�

�

7 8
9 10

�

= �

1 � 7 + 2 � 9 1 � 8 + 2 � 10
3 � 7 + 4 � 9 3 � 8 + 4 � 10
5 � 7 + 6 � 9 5 � 8 + 6 � 10 �

= �

25 28
57 64
89 100 �

�����	��

�����

– Pour le calcul du coef�cient aij , on utilise donc la i �eme ligne de la premi �ere matrice, et la
j �eme colonne de la deuxi �eme matrice.

6.4­ Propri étés

On retrouve despropriét́esanalogues�a certainesbienconnuesdans� : si l estun réelquelconqueet A, B etC trois
matricestellesquelesopérationsci­dessousaientunsens,ona�

A � (B � C) = (A � B) � C�

A � (B + C) = (A � B) + (A � C)�

A � (l B) = (l A) � B = l � (A � B)

ATTENTION, la multiplicationdesmatricesn'estpascommutative: ona

A � B �= B � A engéńeral

7. Rappels et compl éments sur les équations lin éaires

7.1­ Vocabulaire
�

Uneéquation, c'estuneégalit́emath́ematiquecomportantdesinconnues(ouvariables).Suivantlesvaleursquel'on
donne�a cesinconnues,l' égalit́epeutêtrevraie , fausseouabsurde (i.e. sansaucunsens)� . Par exemple,leségalit́es
suivantes

1 = 1 � 1 = 0 �

1
0

= 0 �

sontrespectivementvraie,fausse,etabsurde.�

Résoudreune équation dans un ensembleE, c'estdéterminerl'ensembleSdesélémentsdeE telsquel' équation
soit vraie.L'ensembleSestappeĺeensembledes solutions del' équation.�

Deuxéquationssontditeséquivalentes lorsqu'ellesont le mêmeensembledesolutions.

�

en fait, le mathématicien allemand Kurt Gödel (né en 1906)a provoqué une véritable révolution dans le monde des logiciens
lorsqu'il a montr é,en 1931,qu'une telle égalité peut aussi être ind écidable. C'est l'histoir e de l' axiome du choix, bien connu des
étudiants en mathématique �����

4
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7.2­ Équation lin éaire �a 1 inconnue

Onconsid�erel' équation

(E) ax+ b = 0 � o�u (a � b) ���

2
�

Si a �= 0, il estbienconnuquecetteéquationadmetunesolutionuniquex0 dé�nie parx0 = a� 1b, o�u a � 1 désignele
nombreréeltel quea � a � 1 = 1.

Si a = 0, alorssoit l' équation(E) n'admetaucunesolution,soit elle enadmetunein�nit é (enfait � toutentier).

7.3­ Syst�eme de 2 équations lin éaires �a 2 inconnues

Onconsid�erele syst�eme �

ax+ by = c
a
 x + b
 y = c


o�u (a � b � c) ���

3 et (a


� b


� c
 ) ���

3

Unesolution decesyst�emeestuncouple(x � y) ���

2 tel quelesdeuxégalit́essoientvraiessimultańement.

Géoḿetriquement,si (a � b) �= (0 � 0) et (a


� b
 ) �= (0 � 0), on peut interpŕeter ce syst�eme commecaract́erisantune
intersectiondedroitesdansle plan.

�

Si �

�

�

�

a b
a
 b


�

�

�

�

def
= ab


# a
 b �= 0, alorsle syst�emeadmetunesolutionunique.Géoḿetriquement,on estdansle casde

deuxdroitessécantes.�

Sinonle syst�emeposs�edesoit aucunesolution,soit unein�nit é (casdedeuxdroitesparall�eles).

�����	��

�����

– La plupart de vos calculatrices sont capablesde résoudre de tels syst�emes lorsqu'ils ont
une solution unique. Elles utilisent pour cela le calcul matriciel . Par exemple, consid�erons le syst�eme

�

x # y = 1
x + y = 1

qui admet pour solution unique dans �

2 le couple (x� y) = (1 � 0). En notation matricielle, cesyst�emes'écrit

�

1 � 1

1 1 �

�

x

y �

=

�

1

1 �

soit AX = B si l'on poseA =

�

1 � 1

1 1 �

, X =

�

x

y �

et B =

�

1

1 �

.

Si det A �= 0, le syst�emeadmet alors une solution unique X = A � 1B.

7.4­ Syst�eme de 3 équations lin éaires �a 3 inconnues

Onconsid�erele syst�eme

� ax+ by+ cz= d
a
 x + b
 y + c
 z = d 


a
 
 x + b
 
 y + c
 
 z = d 
 


o�u (a � b � c � d) ���

4
� (a


� b


� c


� d 
 ) ���

4 et (a
 


� b
 


� c
 


� d 
 
 ) ���

4

Unesolution decesyst�emeestun triplet (x � y� z) ���

3 tel quelestrois égalit́essoientvraiessimultańement.

Géoḿetriquement,onpeutinterpŕetercesyst�emecommecaract́erisantuneintersectiondeplansdansunespace�a trois
dimensions.

Un tel syst�emeposs�ede: soit unesolutionunique,soitaucunesolution,soit unein�nit é desolutions.

5
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8. Syst�eme de m équations lin éaires �a n inconnues
Onappellesyst�eme de m équations lin éaires �a n inconnues x1, x2, ����� , xn unsyst�emedela forme

��

�

�

�

��

a11x1 + a12x2 + ����� + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ����� + a2nxn = b2
...

... �����

...
...

am1x1 + am2x2 + ����� + amnxn = bm

o�u lesai j sontlescoef�cients et lesb j desconstantes.Ondit parfois,pourabŕeger, quec'estunsyst�eme(m� n) (veiller
�abienrespecterl'ordre desindices: ligne–colonne).Matriciellement,un tel syst�emesenoteAX = B o�u

A =

��

��

a11 a12 ����� a1n

a21 a22 ����� a2n
...

...
...

...
am1 am2 ����� amn

 �!

!

"

� X =

��

��

x1

x2
...

xn

 �!

!

"

� B =

��

��

b1

b2
...

bm

 �!

!

"

�

�

Unesolutiond'un tel syst�emeestunn­uplet(x1 � x2 ��������� xn) ���

n.�

Deuxsyst�emessontdits équivalents si et seulementsi ils admettentle mêmeensembledesolutions.

Propri été : Résolution d'un syst�eme lin éaire carré

Un syst�emelinéaire(n � n) admet:

– soit aucunesolution,

– soit unesolutionunique,

– soit unein�nit é desolutions.

dém : admis.
�����	��

�����

– Dans le casd'un syst�eme carré (n � n) quelconque, et comme dans le casn = 2, on retrouve
le résultat suivant : si det A �= 0, le syst�eme étudi é admet une solution unique X dé�nie par X = A � 1B. Les
calculatrices courantes sont alors capables(en principe) de résoudre le syst�eme considéré.

Propri été : Opérations sur les lignes

On transformeunsyst�emeenunsyst�emeéquivalentsi :

– on échangedeuxlignes(notationLi �

L j),

– onmultiplie uneligneparunréel l nonnul (notationLi �

l Li),

– on remplaceuneligneLi parla sommedeLi etd'uneautreligne (notationLi �

Li + L j )

dém : admis.

Propri été : Opérations sur les colonnes

Ontransformeunsyst�emeenunsyst�emeéquivalentsi l'on effectuelesopérationsdela propriét́epréćedente
surlescolonnesplutôt quesurleslignes.Lesnotationsdeviennentalorsrespectivement:

Ci �

Cj � Ci �

l Ci � Ci �

Ci + Cj �

dém : admis.

Exercicesd'alg �ebre lin éaire

Exercice1 : Application de �

3 vers �

2

Onconsid�erel'applicationde �

3 vers �

2, dé�nie pourtout triplet (x � y� z) ���

3 par

f (x � y� z) = (x � y)

( f estla projectiondel'espace�a3 dimensionssurle premierplandecoordonńees.)

Montrerquel'application f estlinéaire.

6
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Exercice2 : Matrice d'une application de �

3 vers �

2

Onconsid�erel'applicationde �

3 vers �

2, dé�nie pourtout triplet (x � y� z) ���

3 par

f (x � y� z) = (x � y)

( f estla projectiondel'espace�a3 dimensionssurle premierplandecoordonńees.)

Déterminerla matricede f relativementauxbasescanoniquesde �

3 et �

2.

Exercice3 : Application de �

3 vers �

2 — Recherchedu noyau

On note(	e1 � 	e2 � 	e3) et (	 � 1 �

	 � 2) les basescanoniquesrespectivesde �

3 et �

2. On note f l'application de �

3 vers �

2

dé�nie par
f (x � y� z) = (2y� 2z)

1. Démontrerque f estuneapplicationlinéaire.

2. Déterminerla matriceassocíee�a f relativementauxbasescanoniquesde �

3 et de �

2.

3. Déterminerl'ensembledesvecteursde �

3 dontl'image par f estle vecteurnul de �

2.

Exercice4 : Calcul simple dans �

3

Onpose

	u = �

4
0
3 �

	v = �

# 1
1

�

2
3 �

	w = �

0
0
1 �

Calculer
	u + 2	v # 4 	w et 	u + 4	v # 15	w

Exercice5 : Combinaison lin éaire de matrices

Onpose

A =

�

1 # 1
3 1

�

� B =

�

1 0
0 # 1

�

� C =

�

1 2
# 6 # 5

�

�

Déterminerla matriceM = 2A # 3B + C.

Exercice6 : Produit de matrices

Calculerlesproduitsdematricessuivants.

a)

�

2 0
0 2

�

�

2
3

�

b) ( 2 3)

�

2 0
0 2

�

c)

�

2 # 3
3 2

�

�

1 0
3 2

�

d )

�

1 0
3 2

�

�

2 # 3
3 2

�

e)

�

2 # 4
3 5

�

�

1 0
0 1

�

f )

�

1 0
0 1

�

�

2 # 4
3 5

�

Exercice7 : Produit de matrices — Matrice Identit é

Onpose

A = �

1 2 4
2 # 5 2

# 3 1 1 �

B = �

3 0 # 1
# 2 1 7
1 0 1 �

C = �

1 # 1 1
3 0 6
0 2 1 �

I = �

1 0 0
0 1 0
0 0 1 �

Calculerlesproduitsdematricessuivants.

a) A �
�

1
3
4 �

b) ( 1 3 4) � A c) B � C d) C � B e) A � I f ) I � A

7
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Exercice8 : De l'utilit é du calcul matriciel

Ondonnelesmatrices

A = �

4 0 2
0 4 2
0 0 2 �

J = �

1 0 2
0 1 2
0 0 # 1 �

I = �

1 0 0
0 1 0
0 0 1 �

1. Déterminerlesdeuxnombresréelsa et b telsque

A = aI + bJ

2. CalculerJ2.

3. OnsupposequeA = 3I + J.
�A l'aide despropriét́esconnuessurle calculmatriciel,montrerque

A2 = 10I + 6J �

et cesanscalculer sur les coef�cients des matrices A, I etJ.

Exercice9 : Puissancesde matrices

Soientlesmatrices

M = �

0 1 # 1
# 3 4 # 3
# 1 1 0 �

et I = �

1 0 0
0 1 0
0 0 1 �

1. CalculerM2 et M3.

2. Déterminerlesnombresréelsa et b telsque

M2 = aM + bI �

3. ExprimeralorsM3 en fonction de M et de I , puis écrireM3 sousforme de matrice �a 3 ligneset 3 colonnes.
Compareravecle résultatobtenu�a la premi�erequestion.

4. a) Déduiredel' égalit́e trouvée�a la deuxi�emequestionquel'on peutécrire

I =
1
2

M � (3I # M) �

b) EndéduireunematriceP telle queM � P = I.

c) ÉcrireP sousformedematrice�a 3 ligneset 3 colonnes.

d ) CalculerP � M.

Exercice10 : Du calcul �����

Onconsid�erelesmatrices

A =
�

a 1 1
1 a 1
1 1 a �

et B =
�

b 1 1
1 b 1
1 1 b �

Existe­t­il descouples(a � b) denombresréelstelsqueAB = I, o�u I désignela matriceunité ?

Exercice11 : Application lin éaire de �

3 vers �

3

L'espacevectoriel �

3 estmuni desabasecanoniqueB = (	 � ��	 ���

	k).

Onconsid�erel'applicationlinéaire f de �

3 vers �

3 dé�nie par

f (	 �) = 2	 � + 	 ��� f (	 � ) = # 	 � + 3	 � + 	k � f (	k) = 	 � #

	k �

1. Déterminerla matriceM de f relativement�a la basecanoniquede �

3.

2. Soit 	u = x	 � + y	 � + z	k unvecteurquelconquede �

3 et 	u
 = f ( 	u) sonimagepar f .

a) Exprimerle vecteur	u
 enfonctiondesvecteursf (	 �), f (	 � ) et f (	k).

b) Endéduirelescoordonńeesx
 , y
 et z
 duvecteur	u
 dansla baseB, enfonctiondex, y et z.

3. OnnoteU etU 
 lesmatricescolonnesforméesdescoordonńeesde 	u et 	u
 respectivement.

a) Calculerle produitmatricielM � U

b) En déduireune écriturematricielle du syst�emed'équationslinéairesdonnantles coordonńeesde 	u
 en
fonctiondescoordonńeesde 	u.

8
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Exercice12 : Application lin éaire de �

3 vers �

3

L'espacevectoriel �

3 estmuni dela basecanonique(	e1 � 	e2 � 	e3).

1. Onconsid�erela matrice

M = �

1 1 2
0 1 1

# 1 0 # 2 �

�

CalculerM2.

2. Soit f , l'applicationlinéairede �

3 dans�

3 dematriceM2 dansla base(	e1 � 	e2 � 	e3).

a) Déterminerlesvecteursf (	e1), f (	e2) et f (	e3).

b) Soit 	v(3 � 0 � 1) et 	w(x � y� z) deuxvecteursde �

3 . Déterminerles trois nombresréelsx, y et z telsquel'on ait
f (	v) = 	w. (On rappellequecelaimpliqueM2

� V = W, si V etW sontrespectivementlesmatricescolonnes
descoordonńeesdesvecteurs	v et 	w).

Exercice13 : Produit de matrices

Onconsid�erelesmatricessuivantes:

M = �

1 # 1 2
2 a 1
3 # a 8 �

� A = �

# 9 9 # 18
1 # 1 2
5 # 5 10 �

et O = �

0 0 0
0 0 0
0 0 0 �

o�u a estunnombreréelquelconque.

1. Calculerle produitM � A. Endéduirele nombreréela pourlequelona M � A = O.

2. Calculerle produitA � M pourla valeurdea obtenue.

Exercice14 : Syst �eme triangulaire, syst �eme échelonn é

Résoudredans�

4 lessyst�emessuivants(enprenantt commeparam�etrepourle secondsyst�eme):
��

�

��

2x + y # 3z + t = 2
2y # z + 2t = 1

z # t = 5
t = 3

et

�

2x + y # 3z+ t = 2
y # z+ t = 2

z+ t = 5

Le premiersyst�emeestdit triangulair e, alorsquele secondestdit échelonné.

Exercice15 : Analyse num érique : syst�emesmal conditionn és

Un syst�emededeuxéquationslinéaires�a deuxinconnuesestdit mal conditionn é lorsquesondéterminantesttr�es
petit envaleurabsolue.Cettenotion,relativementrécente,estapparueavecle développementdu calculautomatique
surordinateurs.Envoici uneillustrationsurunexemple:

Véri�er quelesdeuxsyst�emessuivantssontmalconditionńes.�

3x # 7 � 0001y = 1
3x # 7y = 1

�

3x # 7 � 0001y = 0 � 9998
3x # 7y = 1

Pourchacund'eux, déterminerle coupleuniquedesolutions.Observations?

Exercice16 : Syst �eme d' équations lin éaires et calcul matriciel

Onconsid�erelesmatrices

M =
�

# 1 # 3 0
1 # 1 0
1 3 2

�

� I =
�

1 0 0
0 1 0
0 0 1

�

� X =
�

x
y
z

�

� Y =
�

a
b
c

�

�

o�u a, b, c, x, y et zsontdesnombresréels.

Onconsid�erele syst�emed'équations

(S)

�

# x # 3y = a
x # y = b
x + 3y + 2z = c

9
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1. Montrerquerésoudrele syst�eme(S) �a trois inconnuesréellesx, y et z revient �a résoudrel' équation

(E) MX = Y

o�u l'inconnueestla matriceX.

2. a) CalculerM2 et M3.

b) ExprimerM3 enfonctiondeI .

3. a) Montrerquel' équationY = MX estéquivalente�a l' équationX =
1
8

M2Y.

b) Endéduirela solutionde(S).

c) Donnerlessolutionsde(S) lorsque

a = 3 � b = # 5 � et c = # 4 �

Exercice17 : Interpr étation du produit de deux matrices

Surunchantierdebâtiment,trios entreprisescohabitent: Puigues,TumezetSogea.Ellesontbesoin,parjour, pourle
bondéroulementdeleurchantier, de:

Ciment
entonnes

Sable
enm3

Gravillons
enm3

Pouigues 10 5 5

Tumez 8 3 2

Sogea 7 3 2

Cesrenseignementssontprésent́essousformed'unematrice3 � 3, appeĺeematricedesachats,notéeM. Ici, ona

M =
�

10 5 5
8 3 2
7 3 2

�

Cesmat́eriauxsontvenduspartrois fournisseursauxprix unitairesindiquésdansle tableausuivant.

Fournisseur 1 Fournisseur 2 Fournisseur 3

Ciment 400F 350F 420F

Sable 100F 110F 90F

Gravillon 110F 105F 100F

Cesrenseignementsserontprésent́essousformed'unematrice3 � 3, appeĺeematricedesprix, notéeN.

Effectuerle produitM � N. Querepŕesententlesprix obtenusdanschacunedescolonnesdela matriceM � N ?

Exercice18 : Probl �eme de production

Uneentreprisefabriquedesappareilsdetrois typesdifférents: L, C et V.

PourunappareildetypeL, ona besoinde10kg d'acier, 2 kg depeintureet10heuresdetravail.

PourunappareildetypeC, il faut4 kg d'acier, 1 kg depeintureet6 heuresdetravail.

PourunappareildetypeC, il faut10kg d'acier, 1 kg depeintureet 12heuresdetravail.

On appellerespectivementx, y et z lesquantit́esd'appareildetypeL, C et V fabriqúes,et a, p, t lesquantit́esd'acier
(enkg), depeinture(enkg) et detravail (enheures)nécessairespourleur fabrication.

1. Onconsid�erelesmatrices

M = �

10 4 10
2 1 1
10 6 12 �

� X = �

x
y
z �

� Y = �

a
p
t �

MontrerqueY = MX.
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2. Ondonnela matrice:

M 
 =
1
12

�

3 6 # 3
# 7 10 5
1 # 10 1 �

�

a) Calculerle produitM 
 M.

b) Endéduirela matriceX enfonctiondesmatricesM 
 etY.

3. Endéduirelesquantit́esd'appareilsdechaquetypeL, C etV fabriqúesenunmois,sachantque4200kg d'acier,
800kg depeintureet 5000heuresdetravail ont ét́enécessaires.

Exercice19 : Programme de production

Uneentrepriseassurela productionde3 typesd'objetsA1, A2 et A3 enquantíes(hebdomadaires)respectivesx1, x2 et
x3.

Un programmedeproductionhebdomadaires'exprimeparunvecteur #

�

X = (x1 � x2 � x3) ���

3.

Par exemple,le programmedeproduction(10� 20� 30)correspond�a la productionde10 objetsA1, 20 objetsA2 et 30
objetsA3.

Pourréaliserun programmede production(x1 � x2 � x3), on utilise y1 kilogrammesde mati�erepremi�ere,y2 heuresde
travail et y3 kilowatts­heuresd' ébergie,cequel'on repŕesenteparle vecteur#

�

Y = (y1 � y2 � y3) ���

3.

Onsaitquel'applicationh, de �

3 vers �

3, qui �a #

�

X associe#

�

Y estlinéaire.

Samatriceassocíee,dansla basecanoniquede �

3 est:

H = �

2 4 1
1 2 2
1 1 1 �

ainsi �

y1

y2

y3 �

= �

2 4 1
1 2 2
1 1 1 �

�

x1

x2

x3 �

1. Caluclerle vecteur#

�

Y assocíe auvecteur#

�

X = (20� 10� 30).

2. Déterminerle vecteur#

�

X qui apourvecteurassocíe le vecteur#

�

Y = (230� 130� 100).

Pivot de Gauss
La méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss (
�

) estuneméthodepourrésoudrelessyst�emeslinéairesd' équations.

Plutôt quedemelancerdansdegrandesexplicationssurcetteméthode,je préf�erevousdonnerun exemplequevous
alleztraitermanuellement. Il fautsavoir quecetteméthodeest,engéńeral,compl�etementinadapt́ee�a un tel travail

� manuel � . Elle ne commence�a prendretout sonssensque lorsqu'elle est implément́eesur unemachine,ce qui
permetalorsderésoudrede façon automatique lessyst�emesd' équationlinéairesdans�

n (ou
� n).

Exercice20 : La méthode du pivot de Gauss

Le but del'exerciceestd'appliquerla méthodedupivot deGauss�a la résolutiondans�

4 dusyst�eme

(S0)

��

�

�
�

x # y + 2z + t = 1
2x # 4y + z + t = 6
x # y + z # t = 2

3x + y + z + 2t = 1

1. a) EffectuerlesopérationsL2 �

L2 # 2L1, L3 �

L3 # L1 et L4 �

L4 # 3L1 pourobtenirle syst�eme(S1).

b) Effectuerla transformationL4 �

L4 + 2L2 pourobtenirle syst�eme(S2).

c) Effectuerla transformationL4 �

L4 # 11L3 pourobtenirle syst�emetriangulaire(S3).

d ) Résoudredans�

4 le syst�eme(S0).
�����	��

�����

– Dans la ligne L1 de (S0), le coef�cient de x s'appelle le premier pivot . Dans la ligne L2 de
(S1), le coef�cient de y s'appelle le deuxi �eme pivot . Dans la ligne L3 de (S2), le coef�cient de z s'appelle le
troisi �eme pivot .

(
�

) Carl Friedrich Gauss(1777–1855)estun tr �esgrand mathématicien et physicien allemand. Il publia notamment en 1801,�a l' âgede
24ans, le magistral Disquisitiones arithmeticae qui constitue l'acte de naissancede la th éorie moderne des nombres.On lui doit
également quatre démonstrations distinctes du théor�eme fondamental de l'alg �ebre (

� tout polyn ôme �a coef�cients complexes
admet au moins une racine dans ��� ), ainsi que de nombreux travaux sur les géométries non euclidiennes ou la structure de � .
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2. Résoudre,ensuivantle principedela méthodedeGauss,lessyst�emes

(S)

��

�

��

2x1 + 5x2 + x3 # x4 = 7
x1 + 2x2 # x3 + x4 = 8

3x1 + x2 # 2x3 + 2x4 = 2
2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 1

et (S
 )

� x1 + 2x2 # 3x3 + x4 = 1
x1 + 2x2 # x3 + 2x4 = 2
x1 + 2x2 # 2x3 + 2x4 = 5
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