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1. Les dif férentesécritur es ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� 1
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Nombres complexes

1. Les dif f érentes écritures

1.1­ Forme algébrique d'un nombre complexe

On désignepari le nombretel que i2 = 
 1 , et on appellenombre complexe tout nombrez ayantuneécrituredu
type

z = a + ib

o�u a et b sontdesnombresréels.Cetteécritureestappeĺeeforme algébrique, ou encoreforme cartésienne, du
nombrecomplexez, et lesnombresa etb sontrespectivementappeĺespartie réelle et partie imaginair e dunombre
complexez. Onnote:

a = Âe(z) et b = Ám(z)

Ondésignepar
�

l'ensembledesnombrescomplexes.Il contientl'ensemble� desnombresréels(on note ���

�

).

Deuxnombrescomplexesz = a + ib et z� = a� + ib � sontégauxsi et seulementsi

a = a� et b = b�

�

1.2­ Représentation géométrique d'un nombre complexe

O

M

a

b

Dansle planmunid'un rep�ereorthonormal(O ��� u ��� v), onassocie�atoutnombre
complexez = a + ib le point M decoordonńees(a � b).

Ce point M(a � b) est appeĺe image du nombrecomplexe z, et z est appeĺe
af�xe du point M. De même,Le vecteur 
 
 	OM estnomḿe vecteur image du
nombrecomplexez, et zestappeĺeaf�xe du vecteur 
 
 	OM.

L'axe desabscisses(O ��� u) estdit axe réel; l'axe desordonńees(O ��� v) estdit
axedes imaginair es.

Remarques :
� Le point O estl'image dunombre0.
� Un nombrez réelapourimageunpointdel'axe (O ��� u)
� Un nombrez imaginairepur (c'est �a diredela formez = ib avecb réel)a pourimageunpointdel'axe(O ��� v)
� Lesnombreszet 
 zontpourimagesdeuxpointsM etM � symétriquesparrapport�a O.

1.3­ Forme trigonom étrique, forme exponentielle

M

a

b

O

r

q

Soit le nombrecomplexe z = a + ib et son point imageM dansle
plan rapport́e �a un rep�ereorthonormal(O ��� u ��� v). Le point M, s'il est
différentdel'origine O, estenti�erementdétermińeparlesdonńeesde
la distancer et del'angle q, o�u

r = OM et q =
�

( �u �


 
 	OM) �

Cequi nousdonneuneautreécriturepourle nombrecomplexez. On
notera

z = [r � q] ou z = reiq

qui sontrespectivementappeĺeesforme trigonom étrique et forme
exponentielle dunombrecomplexez.

Onappellemodule dez, et onnote 
 z
 , le nombre 
 z
 = r. Onappelle
argument de z, et on noteArg(z), toutemesurede l'angle q. L'argumentd'un nombrecomplexe n'est doncdé�ni
qu' �a 2kp pr�es.On endonnegéńeralementla détermination principale qui estla mesureappartenant�a l'intervalle
] 
 p � p].

Enconśequence,lesnombresz = [r � q] et z� = [r � � q� ] sontégauxsi et seulementsi

r = r � et q = q� + 2kp � o�u k �
	 �

1
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Pourpasserd'uneécriture�auneautre,onutilise lesrésultatssuivants: si z = a + ib , ona


 z
 = r =
�

a2 + b2
�

etenconsid́erantlesprojectionsorthogonalesdupoint M surlesaxesdecoordonńees,onobtientlesrelations

a = r cosq � et b = r sinq �

Onpeutalorsdéterminerq enutilisantle fait que

cosq =
a
r

et sinq =
b
r

Réciproquement,si ona la formeexponentiellez = reiq, ondéterminela formealgébriqueavecla relation:

z = reiq = r(cosq + i sinq) = a + ib �

Remarque :

Ona doncenparticulier eiq = cosq + i sinq .

2. Opérations dans l'ensemble �

2.1­ Conjugaison, nombre complexe conjugu é

O

M

M'

a

b

-b

q

-q

Soitz = a+ib unnombrecomplexe.Onappelleconjugué dez, etonnotezle nombre

z = a 
 ib �

Si deuxnombrescomplexeszetz� sontconjugúes,alorsleurspointsimagesrespectifs
M et M � sontsymétriquesparrapport�a l'axedesabscisses.

Si la forme trigonoḿetriquede z estz = [r � q] = reiq, on véri�e immédiatementque
l'on a

z = [r ��
 q] = re�

iq

2.2­ Opérations sous forme algébrique

2.2.1­ Addition et multiplication

Lescalculss'effectuentcommedansl'ensemble� desnombresréels.Il suf�t deremplaceri2 par 
 1. Il enrésulteen
particulierquelesidentitésremarquablesrestentvalablespourlesnombrescomplexes.Onaainsi,si A etB sontdeux
complexesquelconques:

(A + B)2 = A2 + 2AB+ B2 (A 
 B)2 = A2

 2AB+ B2

(A + B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 + B3 (A 
 B)3 = A3

 3A2B + 3AB2


 B3

A2

 B2 = (A 
 B)(A + B)

Et ona enplusl' égalit́e
A2 + B2 = (A 
 iB)(A + iB)

2.2.2­ Inverse et quotient de deux nombres complexes

Soit z = a + ib avecz �= 0, alors
1
z

=
z̄
z̄z

=
a 
 ib
a2 + b2 �

Le quotientdedeuxnombresestdé�ni parz
�

z� = z � 1
�

z� .

2.3­ Opérations sous forme trigonom étrique

On nepeututiliser la formetrigonométriquepouradditionerousoustrairedeuxnombrescomplexes.Par contre,il est
tr�esaiśe demultiplier, dediviser, oud' élever �aunepuissanceenti�ereenutilisantcetteécriture.

2
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2.3.1­ Produit, produits it érés

Soit n un nombreentier positif ou négatif. On posez = [r � q] et z� = [r � � q� ]. On véri�e alors facilement(avec le
formulairedetrigonoḿetrie)lesrelations

z � z� = [r � q] � [r � q� ] = [r � r � � q + q� ] et zn = [r � q]n = [rn
� n � q] �

2.3.2­ Inverse et quotient

Onposez = [r � q] et z� = [r � � q� ]. Onvéri�e alorsfacilement(avecle formulairedetrigonométrie)lesrelations

1
z = 1

[r � q] =
�

1
r ��
 q� et z

z�

= [r � q]
[r � q� ] =

�

r
r �

� q 
 q� �

lorsquez�

�= 0.

2.3.3­ Avec la notation exponentielle

Soientz = reiq et z� = reiq� . Lesr�eglesdecalculpréćedentess'écriventalors

1
z

=
1
r

e�

iq
� zz� = rr � ei(q+q� ) zn = rneinq

� et
z
z

�

=
r
r

�

ei(q
�

q� )

2.4­ Interpr étations géométriques

2.4.1­ Addition, soustraction de deux complexes

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3

1

2

A(zA)

B(zB)

M(zB 
 zA)

C(zC)

D(zD)

O

N(zC + zD)

�u

�v

Soit zC et zD deuxnombrescomplexesdepointsimagesrespectifsC et D. Alors le nombrezN = zC + zD estl'af �x edu
vecteur


 	

OC +

 	

OD.

Soit zA etzB deuxnombrescomplexesdepointsimagesrespectifsA etB. Alors le nombrezM = zB 
 zA estl'af �x edu
vecteur


 	

AB.

Ona doncenparticulier,

AB = 
 zB 
 zA 
 et
�

( �u �


 	AB) = Arg(zB 
 zA)

2.4.2­ Multiplication d'un complexe par un réel

La multiplicationd'un complexe parun nombreréelcorrespond�a la multiplicationdesvecteursparun nombreréel.
Pluspréciśement: si a unnombrecomplexedevecteurimage


 	

OA eta unnombreréelquelconque,alorsaa estl'af �x e
duvecteura 
 	OA.

3
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3. Quelques propri étésde la conjugaison et des nombres conjugu és
Soit zet z� deuxnombrescomplexes.Onvéri�e immédiatementlesrelations

z+ z
�

= z+ z� et z � z
�

= z � z�

Ona enoutre,si z = a + ib aveca et b réels,

z+ z = 2a z 
 z = 2ib zz = a2 + b2 = 
 z


2

Onendéduitlespartiesréelleset imaginairesdunombrez :

Âe(z) =
1
2

(z+ z) et Ám(z) =
1
2i

(z 
 z)

4. Quelques propri étéssur les modules
Commeon l'a vu dansle paragrapheconcernantlesopérationssousformetrigonométrique,le moduleestcompatible
avecla multiplicationet la division.Autrementdit, si zet z� sontdeuxnombrescomplexes,et si n estunentierrelatif,
ona


 z � z�


 = 
 z
 � 
 z�


 
 zn

 = 
 z


n

�

�

�

�

1
z

�

�

�

�

=
1


 z


et

�

�

�

�

z
z

�

�

�

�

�

=

 z



 z
�




Le modulen'estpascompatibleavecl'addition. Onanéanmoinsunemajorationdumoduled'unesomme:


 z+ z�


�� 
 z
 + 
 z�




Cetterelationestconnuesousle nomd' in égalité triangulair e.

5. Quelques propri étéssur les arguments
Commepourlesmodule,onadesrelationssimplesconcernantlesargumentsdansle casduproduitouduquotientde
deuxnombrescomplexes: si zet z� sontdeuxnombrescomplexes,et si n estunentierrelatif, ona

Arg(z � z� ) = Arg(z) + Arg(z� ) (mod 2p) Arg(zn) = n � Arg(z) (mod 2p)

Arg

�

1
z �

= 
 Arg(z) (mod 2p) et Arg

�

z
z

�

�

= Arg(z) 
 Arg(z� ) (mod 2p)

Deplus,si zA, zB etzC sontrespectivementlesaf�x esdespointsA, B etC dansle rep�ere(O ��� u ��� v), alorsona

Arg(zB 
 zA) =
�

( �u �


 	AB) et Arg

�

zC 
 zA

zB 
 zA �

=
�

( 
 	AB�


 	AC)

6. Équations du second degré �a coef�cients réels
Onconsid�erel' équationpolynômialed'inconnuecomplexez :

(E) az2 + bz+ c = 0

o�u a, b et c sontdesconstantesréellesaveca �= 0. Posons D = b2

 4ac (D estappeĺe discriminant du polynôme

az2 + bz+ c). Alors
� Si D = 0, l' équation(E) admetunesolutionréelledouble:

x =

 b
2a

� Si D � 0, l' équation(E) admetdeuxsolutionsréelles:

x1 =

 b 


�

D
2a

et x2 =

 b +

�

D
2a

� Si D � 0, l' équation(E) n'admetpasdesolutionréelle,maiselleadmetdeuxsolutionscomplexes:

z1 =

 b 
 i

�


 D
2a

et z2 =

 b + i

�


 D
2a

4
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7. Formules de Moivre et d'Euler
� Soit z = eiq. Le nombrezn (pour n ��� ) a pour module1 et pour argumentnq. On en déduit la formule de

Moivr e
(cosq + i sinq)n = cos(nq) + i sin(nq) soit (eiq)n = einq

� Deplus,desrelations
eiq = cosq + i sinq et e�

iq = cosq 
 i sinq

ondéduitlesformules d'Euler

cosq =
1
2

(eiq + e�

iq) et sinq =
1
2i

(eiq

 e�

iq)

Cesformulespermettentla lin éarisation desformulestrigonométriques(c'est �a dire la transformationd'un produit
defonctionstrigo ensommedefonctionstrigo). Parexemple,ona

cos3 q =
1
23 (eiq + e�

iq)3

=
1
8

�

e3iq + 3e2iqe�

iq + 3eiqe�

2iq + e�

3iq �

=
1
8

�

e3iq + e�

3iq + 3
�

eiq + e�

iq ���

=
1
8

(2cos3q + 3 � 2cosq) soit cos3 q =
1
4

cos3q +
3
4

cosq

La linéarisationestsouventemployéepourdétermineruneprimitived'un produitdefonctionstrigonométriques.

8. Calcul de racines carréesdans �

L'ensembledesnombrescomplexesposs�edeunepropriét́e remarquable: toute équationpolynômialede degré n y
poss�edeexactementn racines(en comptantles ordresde multiplicit é). En particulier, si a estun nombrecomplexe
quelconque,l' équation

Z2

 a = 0

poss�ededeuxsolutionscomplexesz1 et z2. On auradoncz2
1 = z2

2 = a, et z1 et z2 serontappeĺeeslesracines carrées
dunombrecomplexea.

Résolution pratique

Par exemple,cherchonsles deux racinescarŕeesde 3 + 4i. On posez = a + bi l'inconnue solution de l' équation
Z2 = 3 + 4i. Il vient :

(a + ib)2 = 3 + 4i ��� a2

 b2 + 2iab = 3 + 4i ��� 	

a2

 b2 = 3

2ab = 4

D'autrepart,comme
 z


2 = 
 3 + 4i 
 , ona égalementa2 + b2 =
�

32 + 42 = 5. Finalement,nousavonsdonc�a résoudrele
syst�eme 


a2

 b2 = 3

a2 + b2 = 5
2ab = 4

���




2a2 = 8
2b2 = 2
2ab = 4

���




a2 = 4
b2 = 1
2ab = 4

Enremarquantquea etb sontdemêmesignepuisquele produitabestpositif, onendéduitquelesdeuxracinescarŕees
de3 + 4i sontz1 = 2 + i et z2 = 
 2 
 i.

9. Équations du second degré �a coef�cients dans �

Soit l' équation

(E) aZ2 + bZ + c = 0 � o�u a � b � c �

�

�

On appellediscriminant decetteéquationle nombrecomplexe D = b2

 4ac. Soit d uneracinecarŕeedeD. Alors

l' équation(E) admetlesdeuxracines

z1 =
1
2a

( 
 b 
 d) et z2 =
1
2a

( 
 b + d) �

5
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10.Fonctions de � dans � , lignes de niveau
Unefonctionde

�

dans� estunefonction f dont l'ensemblededépartest
�

et dont l'ensembled'arrivéeest � . Par
exemple,la fonction f dé�nie sur

�

par f (z) = 
 z
 estunetelle fonction.

Onpeutrepŕesenterunefonctiondecetypeparunesurfacedansunespace�a troisdimensions: deuxdimensionspour
l'espacededépart,et unepourl'espaced'arrivée.Danslesexemplesci­dessous,l'espacededépartestrepŕesent́epar
unplanhorizontal(axesOx et Oy), alorsquel'espaced'arrivéeestrepŕesent́eparunedroiteverticale(axesOz).

Consid́eronsdoncunefonction f :
�

	 � , etunnombreréelk �x é.Onappelleligne de niveau k de la fonction f
l'ensembledespointsz de

�

telsque f (z) = k. Géoḿetriquement,la ligne deniveauk d'une fonction f correspond�a
l'intersectiondela surfacerepŕesentativedela fonction f avecle pland'ordonnéek surOz, parall�eleauplancomplexe
Oxy.

10.1­ La fonction z �� Âe(z)

La repŕesentationgraphiquedecettefonctionestla suivante:

La fonctionz �	 Âe(z)

et la lignedeniveauk decettefonctioncorrespond�a la droite,parall�ele �a l'axedesordonńees,d' équationx = k.

Parexemple,voici repŕesent́e la lignedeniveau 
 2 decettefonction:

Âe(z) = 
 2

Lignedeniveau 
 2 dela fonctionz �	 Âe(z)

6
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10.2­ La fonction z �� Ám(z)

La repŕesentationgraphiquedecettefonctionestla suivante:

La fonctionz �	 Ám(z)

et, de la mêmefaçon quepour la fonction préćedente,la ligne de niveauk de cettefonction correspond�a la droite,
parall�ele �a l'axedesabscisses,d' équationy = k.

10.3­ Les fonctions z �� � z � et z �� � z � z0 �

La repŕesentationgraphiquedela fonctionz �	�
 z
 estla suivante:

La fonctionz �	�
 z


La surfaceainsidé�nie estun cônedesommetO et d'axe Oz, et la ligne deniveaupositif k de la fonctionz �	 
 z


correspondaucercledecentreO et derayonk.

7
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De façon tout �a fait analogue,si M0 estle point imagedunombrecomplexez0, alorsla repŕesentationgraphiquedans
l'espace�

3 dela fonctionz �	�
 z 
 z0 
 estuncônedesommetM0 et d'axeOz, tandisquela lignedeniveaupositif k
decettefonctionestle cercledecentreM0 et derayonk.

M0


 z 
 z0 
 = 2


 z 
 z0 
 = 3

Lignesdeniveaux2 et3 dela fonctionz �	�
 z 
 z0 


Si le réelk estnul, la lignedeniveauk estréduiteaupointM0, etsi k eststrictementnégatif,la lignedeniveauestvide.

10.4­ Les fonctions z �� Ar g(z) et z �� Ar g(z � z0)

La repŕesentationgraphiquedela fonctionz �	 Arg(z) estla surfaceSsuivante:

La fonctionz �	 Arg(z)

Et si z0 estun nombrecomplexe �x é, af�x e du point M0, la repŕesentationgraphiquedela fonctionz �	 Arg(z 
 z0)
estl'image dela surfaceSparla translationdevecteur�w, o�u �w estle vecteurimagedez0.

Danscecas,la lignedeniveaudela fonctionz �	 Arg(z 
 z0) correspondantauniveauq (aunombredetourspr�es)est
la demi­droited'extrémit́eM0 (M0 noncomprispuisquele nombre0 n'a pasd'argument)etdevecteurdirecteur�u � tel
qu'unemesuredel'angle orient́e

�

( �u ��� u
�

) soit q.

8
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Par exemple,voici les lignesdeniveauxp
�

4 et 
 p
�

3 dela fonctionz �	 Arg(z 
 z0) o�u z0 estun nombrecomplexe
�x é :

M0

�u

�u

�u�

�u� �

p
�

4

�v


 p
�

3

Arg(z 
 z0) = p
�

4

Arg(z 
 z0) = 
 p
�

3

Lignesdeniveauxp
4 et 


p
3 dela fonctionz �	 Arg(z 
 z0)

11.Fonctions de � dans � , transformations
Pourrepŕesenterunefonctionsde

�

dans
�

, il faut4 dimensions: 2 pourl'espacededépartet2 pourl'espaced'arrivée.
Onsecontentedonc,�anotreniveau,d'imaginercesfonctionsencherchantlesimagesdecertainspointsouensembles
depointsparticuliers�����

11.1­ Translations (z �� z+ b)

Onconsid�ere f l'applicationde
�

dans
�

dé�nie parz �	 z+ b o�u b estunnombrecomplexequelconque.

SoitM l'image dezet M � l'image dez� = f (z) dansle plancomplexe.

Alors l'application M �	 M � ainsidé�nie estla translationdevecteur �w, o�u �w estle vecteurimagedeb. On noteT�w

cetteapplication.

Mêmesi c'esttrivial, il fautnoterquelestranslationsconserventlesdistanceset lesangles.Autrementdit si lespoints
A� , B� etC� sontlesimagesrespectivesdespointsA, B etC parunetranslationt, alors

AB = A� B� et
�

( 
 	AB�


 	AC) =
�

(

 
 	

A� B�

�


 
 	

A� C� )

11.2­ Rotations (z �� eiqz)

Onconsid�ere f l'applicationde
�

dans
�

dé�nie parz �	 eiqzo�u q estunnombreréelquelconque.

SoitM l'image dezet M � l'image dez� = f (z) dansle plancomplexe.

Alors l'application M �	 M � ainsidé�nie estla rotationdecentreO (l'origine du rep�ere)et d'angleq. On noteRO � q

cetteapplication.

Commelestranslations,lesrotationsconserventlesdistances,lesangleset le paralĺelisme.

11.3­ Homoth éties (z �� kz� k ��� )

Onconsid�ere f l'applicationde
�

dans
�

dé�nie parz �	 kzo�u k estunnombreréel quelconque.

SoitM l'image dezet M � l'image dez� = f (z) dansle plancomplexe.

Alors l'applicationM �	 M � ainsidé�nie estl'homothétiedecentreO (l'origine durep�ere)etderapportk. Autrement
dit, M � estl'image dupoint M si et seulementsi


 
 	

OM� = k 
 
 	OM. OnnoteHO � k cetteapplication.

Rappelonsqu'une homoth́etie de rapportk conserve les angleset le paralĺelisme,multiplie les distancespar 
 k 
 ,
transformeunedroiteenunedroiteparall�ele,et transformeuncerclederayonr enuncerclederayon 
 k 
 � r.

9
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O

M1 M2

M �1 M �2

N

W

N �

W�

Imagesd'unedroiteet d'un cercleparl'homothétiez �	 2z

11.4­ Similitudes (z �� az� a ��� )

Onappellesimilitude decentreO, derapportk et d'angleq la compośeedel'homothétiedecentreO et derapportk
avecla rotationdecentreO et d'angleq. On noteSO � q � k = hO � k �

RO � q = RO � q �

hO � k (l'ordre dela compositionn'a pas
d'importance).

Onconsid�ere f l'applicationde
�

dans
�

dé�nie parz �	 azo�u k estunnombrecomplexe quelconque.Pourchaque
complexezdonńe,onnoteM le point imagedez, etM � l'image dez� = f (z) dansle plancomplexe.

Alors l'applicationM �	 M � ainsidé�nie estla similitudedecentreO (l'origine du rep�ere),derapportq = Arg(a) et
derapportk = 
 a 
 .

O

M1 M2

M �1 M �2

M � �1

M � �2

N

W

N �

N � �

W�

W� �

Imagesd'unedroiteet d'un cercleparla similitudez �	 2eip � 3z

Unetelle similitudeconserve le paralĺelismeet lesangles,maismultiplie lesdistancespar 
 k 
 .

11.5­ Inversion (z ��

1
z
)

On appelleinversion decentreO et depuissance1 l'applicationqui �a tout point M, autrequeO, associele point M �

10
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tel que:
� OM � OM� = 1
� M � appartient�a la demi­droiteissuedeO passantparM.

Onconsid�ere f l'applicationde
�

dans
�

dé�nie parz �	

1
z
, etonnoteM l'image dezetM � l'image dez� = f (z) dans

le plancomplexe.Alors l'applicationM �	 M � ainsidé�nie estl'in versiondecentreO et depuissance1.

Pourconstruirel'image d'un point M d'af�x e,onutilise le fait quesi

z = [r � q] = reiq alors
1
z

=

�

1
r

� q� =
1
r

eiq
�

Reste�a savoir (eton l'admettra)que:
� L'imagepar l'in versiondecentreO et depuissance1 d'unedroitenepassantpasparO estun cercleprivé d'un

point.
� L'imageparl'in versiondecentreO et depuissance1 dela droited' équationx = a (a �= 0) estle cercledecentre

W(1
�

2a � 0),derayon1
�

2a, privédupoint O.

Ainsi, dansl'exempleci­dessousonatraćelescerclesC1 etC2, imagesrespectivesdesdroitesD etx = a parl'in version
decentreO et depuissance1.

O

 H'

H 

 A' A 

D

x=a

C1

C2

Imagesde2 droiteparl'in versiondecentreO depuissance1

11.6­ Inversion complexe (z ��

1
z
)

Onconsid�ere f l'applicationde
�

dans
�

dé�nie parz �	

1
z
, etonnoteM l'image dezetM � l'image dez� = f (z) dans

le plan complexe. Alors l'application M �	 M � ainsi dé�nie estl'in versionde centreO et de puissance
 1, parfois
aussiappeĺe inversion complexe.

Pourconstruirel'image d'un point M d'af�x e,onutilise le fait quesi

z = [r � q] = reiq alors
1
z

=

�

1
r

��
 q� =
1
r

e�

iq
�

Géoḿetriquement,la transformationainsidé�nie estla compośeedel'in versiondecentreO et depuissance1 avecla
symétrieorthogonaled'axeOx.
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Nombres complexes : exercices

cos

sin

0

p/6

p/4
p/3

p/2

2p/3
3p/4

5p/6

p

-p/6 

-p/4 
-p/3 

-p/2
-2p/3

-3p/4

-5p/6

1

0,5

10,5

-1

-0,5

-1 -0,5

x 0
p
6

p
4

p
3

p
2

cosx 1

�

3
2

�

2
2

1
2

0

sinx 0
1
2

�

2
2

�

3
2

1

Exercice1 : Équation dans
�

Déterminerla solutioncomplexez0 del' équation
z+ 1
z 
 1

= 1 + i �

Exercice2 : Syst �eme d' équations dans
�

Déterminerlesnombrescomplexesz1 et z2 telsque

	

2z1 + z2 = 4

 2iz1 + z2 = 0

Exercice3 : Imp édancecomplexe

Onnote j le nombrecomplexedemodule1 et d'argumentp
�

2.

Ondonnele nombrecomplexe

a =
Z2

Z1(Z2 + R) + Z2R
�

avecR = 900,Z1 = 1100j, Z2 = 
 600j.

Mettrele nombrecomplexea sousla formealgébriquea + bj.

Exercice4 : Imp édancecomplexe

Onnote j le nombrecomplexedemodule1 et d'argumentp
�

2.

L'impédancecomplexed'un circuit esttelleque

Z =
Z1 � Z2

Z1 + Z2 + Z3
�

avecZ1 = 1 + 2j, Z2 = 
 1 + 3j et Z3 = 4 + 5j.

MettreZ sousla formealgébriquea + bj.
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Exercice5 : Écriture sous forme trigonom étrique

Déterminerlesformestrigonométriquesdesnombres

z1 = 3i � z2 = 
 5 � z3 = 2 
 2i z4 = 1 + i
�

3

Exercice6 : Module et argument d'une puissance

Onconsid�erelesnombrescomplexes:

z1 =
�

3 
 i � z2 = 2 
 2i � A =
z4
1

z3
2

(o�u i désignelme nombrecomplexedemodule1 et d'argumentp
�

2).

1. a) Déterminerle moduleet unargumentdesnombrescomplexesz1, z2, z4
1, z3

2 et A.

b) Endéduirela formealgébriquedesnombrescomplexesz4
1, z3

2 et A.

2. Déduiredesquestionspréćedenteslesvaleursexactesdecos
p
12

et sin
p
12

.

Véri�er lesrésultatsobtenusavecvotrecalculatrice.

Exercice7 : Équation trigonom étrique et lin éarisation

Le but decetexerciceestla résolutiondansl'intervalle [0 � 2p[ del” équation

2sinx 
 sin3x = 0 �

1. Soit x unnombreréel:

a) Développer(eix

 e

�

ix)3 etmontrerque

(eix

 e�

ix)3 = (e3ix

 e�

3ix) 
 3(eix

 e�

ix) �

b) Transformerl' égalit́epréćedente�a l'aide desformulesd'Euler, et endéduireque:

4sin3 x 
 sinx = 2sinx 
 sin3x �

2. Résoudredansl'intervalle [0 � 2p[ leséquationssuivantes:

a) sinx = 0 � b) sinx =
1
2

� c) sinx = 


1
2

�

3. Endéduirelessolutionsappartenant�a l'intervalle [0 � 2p[ del' équation

2sinx 
 sin3x = 0 �

Exercice8 : Racine carréedans
�

Résoudredans
�

l' équation
z2 = 3 
 4i �

Exercice9 : �Equation du second degré �a coef�cients dans �

1. Résoudredans
�

l' équation
z2


 2
�

2z+ 4 = 0 �

2. Déterminerle moduleet unargumentdechacunedessolutions.

Exercice10 : �Equation du second degré �a coef�cients dans
�

Calculer(3 
 2i)2 puisrésoudredans
�

l' équation

z2 + z 
 1 + 3i = 0 �

13
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Exercice11 : �Equation du second degré �a coef�cients dans
�

Calculer(5 
 3i)2 puisrésoudredans
�

l' équation

z2 + (5 
 i)z+ 2 + 5i = 0 �

Exercice12 : Équation du second degré dans
�

[X]

Résoudredans
�

l' équation
z2


 (5 + 3i)z+ 10+ 5i = 0 �

Exercice13 : Équation dans
�

[X] et triangle

Ondonnele polynômedela variablecomplexez :

P(z) = z3

 (7 + 3i)z2 + (16+ 15i)z+ 2 
 36i

o�u i désignele nombrecomplexedemodule1 et d'argumentp
�

2.

1. a) CalculerP(2i).

b) EndéduireunefactorisationdeP(z) enadmettantque,dans
�

commedans� , si unpolynômes'annulepour
z = a, alorsil peuts'écriresousla forme(z 
 a)Q(z) o�u Q(z) estunpolynôme.

2. Résoudredans
�

l' équationP(z) = 0.

3. a) Placerdansle plancomplexelespointsA, B etC d'af�x esrespectives

z1 = 2i � z2 = 3 
 2i � et z3 = 4 + 3i �

b) Calculerla valeurexactedela longueurdechaquecôté du triangleABC.

Exercice14 : Lin éarisation

Utiliser lesformulesd'Euler pourtransformerensommel'expressionsuivante:

f (x) = sin(2x) sin(3x)

Exercice15 : Lin éarisation

Linéariserl'expressionsin3(2x).

Exercice16 : Ligne de niveau

Quelestl'ensembledespointsM d'af�x ezduplanvéri�ant 
 z 
 3 
 = 2 ?

Exercice17 : Ligne de niveau

Quelestl'ensembledespointsM d'af�x ezduplanvéri�ant Arg(z 
 (3 
 i)) = p
�

3 ?

Exercice18 : Ligne de niveau

Ondésignepar j le nombrecomplexedemodule1 et d'argumentp
�

2.

Déterminerl'ensembledespointsM d'af�x ezduplantelsque

z = 1 
 j
L

Cw

o�u L etC sontdeuxcontantesréellesstrictementpositiveseto�u w estun réelvariantdansl'intervalle ]0 � +¥ [.
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Exercice19 : Fonction de transfert en électronique

En électronique,on utilise la � fonctiondetransfert � T dela pulsationw, dé�nie quandw décrit l'intervalle [0 � +¥ [
par:

T(w) =
1

1 + jw
�

1. Montrerquepourtoutnombreréelw de[0 � +¥ [, ona :

T(w) =
1 
 jw
1 + w2 �

2. Le plancomplexeestmunidurep�ereorthonormal(O ��� u ��� v), unité20cm(ou20grandscarreaux).Placerlespoints
A, B, C, D, E et F d'af�x esrespectives

T(0) � T(0 � 3) � T(0 � 5) � T(1) � T(2) � T(3) �

3. Montrerque,pourtoutnombreréelw de[0 � +¥ [, le pointM d'af�x eT(w) estsituésurle demi­cercleinférieurde
diam�etre[OA].

4. Quelestl'ensembledespointsm d'af�x e1 
 jw quandw variedans[0 � +¥ [ ?

Exercice20 : Fonction de transfert en électronique

En électronique,sur un montage,on utilise la � fonction de transfert � T de la pulsationw, dé�nie quandw décrit
l'intervalle [0 � +¥ [ par:

T(w) =
4

(1 + jw)3 �

1. Calculer

T(0) � T

�

1
�

3 �

� T(1) � T(
�

3) �

2. Onmodi�e le montagepréćedentet onobtientalorsla � nouvellefonctiondetransfert� H dé�nie par:

H(w) =
T(w)

1 + T(w)

Calculerlesmoduleset argumentdeH(0), H(1) et H(
�

3).

3. Le plancomplexeestmunidurep�ereorthonormal(O ��� u ��� v). SoitA le pointd'af�x e 
 1 etM le pointd'af�x eT(w).

a) Montrerquele moduledeH(w) estégal�aMO
�

MA.

b) Montrerqu'un argumentdeH(w) estégal�a l'angle
�

( 
�	MA �


 
 	MO).

c) Utiliser a) etb) pourretrouver lesrésultatsdu2.

Exercice21 : Une fonction de
�

dans
�

, interpr étation géométrique

�A toutnombrecomplexez, onassociele nombrecomplexeZ dé�ni par

Z = z2

 z+ 2

(on dé�nit ainsi une fonction de
�

vers
�

). On appellerespectivementM et M � les imagesde z et Z dansle plan
rapport́e �a un rep�ereorthonorḿe(O ��� u ��� v).

1. a) Si M a pouraf�x ez = 
 2 + i, quelestl'af �x edupoint M � ?

b) Si le pointM � a pouraf�x eZ = 1, quelssontlesaf�x esdespointsM qui ontM � pourassocíe ?

2. a) On posez = x + iy o�u x et y sontdesnombresréels.Exprimeren fonction de x et y les partiesréelleset
imaginairesX etY deZ.

b) QuelssontlespointsM duplanpourlesquelsM � appartient�a la droitedevecteurdirecteur�u passantparO ?
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Exercice22 : Fonction de
�

dans
�

– Ensembles de points

Onposez = x + iy o�u x et y sontdesnombresréels,et onappelleM l'image dezdansle plancomplexe.
�A toutnombrecomplexez �= 
 i, onassociele nombrecomplexe

Z =
z+ 2i
1 
 iz

�

1. Déterminer, enfonctiondex ety, la partieréelleet la partieimaginairedeZ.

2. Quelestl'ensembleE despointstelsqueZ soit imaginairepur? TracerE.

3. a) Déterminerunerelationentrex et y a�n queZ soit réel.Démontrerquecetterelations'écrit qussisousla
forme

(x 
 a)2 + (y 
 b)2 =
1
4

�

o�u a et b sontdesréelsquel'on déterminera.

b) Quelestl'ensembleF despointsM correspondant? TracerF.
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