1 Le Botafumeiro — un oscillateur parametrique

Un des pendules le plus spéctaculaire est « Le Botafumeiro » de la cathédrale de Saint-Jacques-de-Compostelle.
Il s’agit d’un encensoir des dimensions gigantesques. Il y en a des « Tiraboleiros » qui racourcissent le fil quand
I’encensoir se déplace au point tout bas de son orbit, et puis ils enlongent le fil quand ’encensoir est au point de
retour. Alors chaque fois les Tiraboleiros donnent de I’énergie au systéme oscillatoire, ca veut dire que ’angle
de P’encensoir avec la verticale s’agrandit jusqu’a 80° et la vitesse en tout bas peut étre ~ 70 kmh™*.

Une illustration expérimentale trés simple est celle d’'un pendule simple de longueur variable (donné par un

tambour que tourne avec une vitesse angulaire w constante).
5

-2 H=106m

° 6 5 4 3 2 A 0 1 2 3 4 5 6
Hauteur H =~ 1,50-1,60 m
Masse m =~ 54 kg
Longueur de corde [y ~ 30 m
Amplitude a ~ 2 m (estimatif)



Les coordonnées de la masse m

x =lsingp

y = —lcosyp

L’oscillation de la suspension (a < lp):
l=1ly+asinwt

Les derivées par rapport au temps :

T = isin<p+lgbcosgo
Y= —icos<p+lgbsin<p

| = aw coswt



L’énergie cinétique

1 I
T = gm(#* +9°) = 5m(l* + ¢%)

1 1
= ima2w2 cos® wt + §m(l0 + a sin wt)?p?

L’énergie potentielle de pesanteur :

U =mgy = —mglcosy
= —mg(ly + asinwt) cos ¢
La fonction Lagrange :
L=T-U
Lo

1
= 5ma w? cos® wt + am(lo + asinwt)?p? + mg(ly + asin wt) cos

Pour ¢, ¢, on recoit

oL , ,
— = —myg(ly + asinwt)sinp
O
L
a—, = m(lp + asinwt)?p
0
d oL . , : 2.
e 2mw(ly + asinwt) coswt + m(ly + asinwt)*@
¥

Avec du frottement F' = aw on a la fonction de dissipation

v v 1 1
D= /h(v) dv = /a’u dv = §av2 = ia(asz cos® wt + (lp + asinwt)?p?)
0

0

Le formalisme Lagrangienne donne:

L’équation différentielle :

.o . 2wpcoswt+ gsinp
- -0
('0+m90+ lo + asinwt
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