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1. Rappels

Soit f une bijection d’un intervalle I de R sur un intervalle J de R et £~
son application réciproque.

1/

2/

3/

4/

vxel fH(f)=xetVye), f(f )=y

ie. f-lof=idjet fofl=id

Dans un repeére orthonormé, Cy et Cy-1 sont des courbes symé-
triques 'une de l'autre par rapport a la premiere bissectrice des
axes.

Si f est monotone sur [ alors f est continue sur I, la réciproque
est vraie. La fonction f~! est alors monotone et continue sur J avec
une monotonie identique a celle de f.

Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I alors f~! est
dérivable sur J et :

vre, (FY) () = ——

(W)
_ 1
N

ou encore :

Y
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Définition 1 f étant une bijection de I sur J, intervalles deR, si f et f~!
sont continues on dit que f est un homéomorphisme de I sur J et que les
intervalles I et ] sont homéomorphes.

Définition 2 f étant une bijection de I sur J, intervalles deR, si f et f~!
sont dérivables et si ' et f‘ll sont des fonctions continues on dit que f est
un difféomorphisme de I sur J.
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2. Fonctions circulaires réciproques
2.1. Arc Sinus

. . — T .
La fonction x — sin x est une bijection de [—5, + E] sur [—1, 1], son appli-
cation réciproque est la fonction Arc sinus, notée Arcsin, elle est définie

T T
sur [—1,1] et a valeurs dans [—§,+§].

T T o
Vxe [—E,+E],Arcs1n(smx) =X

Vxe[-1,1], sin(Arcsinx) = x
La fonction Arcsin (voir Figure 1) est continue et croissante sur [-1,1] et
dérivable sur ] -1, 1][.

Ona:
1

Vx€]-1,1[, Arcsin’ (x) = —
V1 - x2
puisque :

Vxe[-1,1], cos(Arcsinx) = V1 — x2
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2.2. Arc Cosinus

Lafonction x — cos x est une bijection de [0, 7] sur [-1, 1], son application
réciproque est la fonction Arc cosinus, notée Arccos, elle est définie sur
[-1,1] et a valeurs dans [0, 7].

Vx € [0,m], Arccos(cosx) = x
Vxe€[-1,1], cos(Arccosx) = x

La fonction Arccos (voir Figure 1) est continue et décroissante sur [-1,1]
et dérivable sur | -1, 1[.
Ona:

Vxe]—-1,1[, Arccos' (x) = —
1-x2
puisque :

Vx € [-1,1], sin(Arccosx) = V' 1 — x2
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2.3. Arc Tangente

Toom
Lafonction x — tan x est une bijection de ] - 5 + 5 [surR, son application
réciproque est la fonction Arc tangente, notée Arctan, elle est définie sur

T
-—,+=
2

R et a valeurs dans | 5

T n
Vxe]- > +§ [, Arctan(tan x) = x

Vx eR, tan(Arctanx) = x

La fonction Arctan (voir Figure 2)est continue, croissante et dérivable sur
R.
Ona:

Vx e R, Arctan’ (x) =

1+ x2
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2.4. Formulaire
e Parité
1/ Arcsin est impaire : Vx € [-1,1], Arcsin(—x) = — Arcsin(x)

2/ Arctan est impaire : Vx € R, Arctan(—x) = — Arctan(x)

e Arcs complémentaires

b4
1/ Vxe€[-1,1], Arcsin x + Arccos x = 3
T,
1 +E six>0
2/ VxeR*, Arctanx + Arctan — =
X T .
_5 six<0

e Arcs doubles
1/ Vxe[-1,1], sin2Arcsin x = sin2 Arccos x = 2xV'1 — x2

2/ Vxe[-1,1], cos2Arcsinx = — cos2Arccos x = 1 — 2x2

3/ VxeR\{-1,+1}, tan2Arctanx =
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3. Fonctions hyperboliques
3.1. Définitions

Les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, tangente hy-
perbolique notées respectivement ch, sh et th sont définies pour x € R

par:
X —X X —-X

et +e e —e
chx:T,shsz,thxz—z

ch est la partie paire de I'exponentielle, sh en est la partie impaire (Voir
Figure 3). La fonction th est une fonction impaire (Voir Figure 4).

chx+shx =ef

chx-shx =e*

VxeR, {
On obtient ainsi 'identité fondamentale :
’ ch®x—sh?x=

Les fonctions ch, sh et th sont indéfiniment dérivables sur R et :

Vx€R, (sh)(x) =chux, (ch) (x) = shx, (th)'(x) = hl =1-th®x
ch®x
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Les limites a I'infini sont :

lim chx= lim shx=+oo, lun thx=1
X—+00 X—+00

On retiendra aussi :

chx shx

lim — = lim —( =1

X—+00 @ X—+00 @

2 2

shx . thx chx-1
lim—=1lim—=1,1i 57— =

x—0 X x—0 X x—0 X
2

Le nom de fonctions hyperboliques est justifié par le fait que
(x=cht,y=sht)

est un paramétrage de la branche d’hyperbole d’équation x* — y* = 1 avec

x > 0 (Voir Figure 5).

3.2. Formulaire

a, b, p, g, x désignent des réels.
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Addition
1/ ch(a+b)=chachb+shashb
2/ sh(a+b)=shachb+chashb

3/ th(a+b) tha+thb
a =
l1+thathb
e Duplication
1/ ch2x=ch?x+sh®x=2ch?x-1=1+2sh?x
ch2x-1 ch2x+1
2/ sh?x=—""— tchzsz
3/ sh2x=2shxchx
2thx
4/ th2x=—2
1+th“x
X
Sion pose t = thz alors :
+ 12 2t 2t
chx=——,shx=——,thx=——
1-12 1-12 1+ 12
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¢ Transformation de produit en somme
1/ chachb= % (ch(a+ b) +ch(a-b))
1
2/ shashb= 3 (ch(a+ b) —ch(a- b))
1
3/ shachb= 3 (sh(a+ b) +sh(a—- b))
¢ Transformation de somme en produit
p+q ch p—4q

2 2
WPt g,P-4
2 2

1/ chp+chg=2ch

2/ chp—-chg=2s

3/ shp+shq:25h¥ch¥

sh(p+q)

4/ thp+thg= chpehq
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y=Arccos(x)

2

+1

+1

y=Arcsin(x)

FI1G. 1 — Représentations de Arcsin et Arccos
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2

+1
WAL — — —

y=Arctan(x)

+1 X

FIG. 2 — Représentation de Arctan
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y=ch(x)

y=ch(x)

+1 X

FIG. 3 — Représentation de ch et sh

+1
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+1

+1 X

y=th(x)

+1

FIG. 4 — Représentation de th et comparaison de ch et sh
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FIG. 5 - Hyperbole d’équation x> — y* = 1
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