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I Chapitre 4 : Fonctions dérivables

I.A° Nombre dérivé, fonction dérivée

Remarques :
fla+h) = f(a)
h

— Soit A(a; f(a)) et M(a + h; f(a+ h)), le quotient
directeur de la droite (AM).

— Le nombre (h # 0) est appelé taux de variation de f entre a et a + h.

fla+h) - f(a)
h

(h # 0) est le coefficient

Lorsque f est dérivable en tout point d’un intervalle I inclus dans I’ensemble de définition de f,
on dit que f est dérivable sur I.

I.B Tangente et approximation affine localement au voisinage de a

e : si Cy est la courbe représentative de f dans Yy
un repere. Une équation de la tangente T" a Cy

au point A d’abscisse a est :

y=f'(a)(x —a)+ f(a) Fare®)
e : Pour tout réel h tel que a+h €1, f(a) +h.f'(a)
— ! : —
fla+h) = f(a)+ f'(a)h+he(h) et }1113’%)601,) =0 fa)
On remarque graphiquement ci-contre que, -7

lorsque h tend vers 0, M se “rapproche” de P et
donc f(a)+ f'(a)h est une approximation affine
de f(a+ h), pour h proche de 0.

&V

—Ila a+h



I.C Deérivabilité et continuité

$ PROPOSITION 1:

f est une fonction définie sur un intervalle I, a est un réel de I.
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Démonstration
On suppose que f est dérivable en a, c’est a dire, pour h # 0 tel que a + h € I,
fla+h) = f(a) + f'(a)h + he(h) avec ’llin% e(h) = 0.

Or Illin% f(a)h =0 et Illin% he(h) = 0 donc }llin% fla+h) = f(a), ce qui justifie que f est continue
en a.

Remarque : La réciproque de la propriété est
fausse : la fonction racine carrée est continue
en 0, mais elle n’est pas dérivable en 0.
De méme, la fonction valeur absolue est conti-
nue en 0, mais n’est pas dérivable en 0.

) z— lal eV
Je vous invite & regarder, dans les deux cas, la *
raison pour laquelle la fonction n’est pas déri-
vable en 0 en étudiant et interprétant graphi-
quement lim 7f(x) — /(0

x—0 T

¥y
v

I.D Dérivées successives

Exemple 1: f : 2 —— cosx est dérivable sur R et on a f'(z) = —sinz, f’(z) = —cosuz,
O (z) = sinz, fY(z) = cosz et ainsi de suite...

I.LE Reégles de dérivation
I.E.1 Dérivées des fonctions usuelles

Voici un tableau que 'on complétera plus tard dans I’année.



f(x) f(x) f est dérivable sur l'intervalle
A 0 ] — 005 +00[
x 1 | — 00; 400[
2" (neNetn>2) na™ 1 | — 00; +00]
1/x —1/2? ] — 00;0[ ou |0; 00|
1
Vi SN 0; +o0f
—sinz | — 00; +00]
|~ o0 7]

I.LE.2 Dérivées et opérations sur les fonctions

p
&f; PROPOSITION 2:

uv sont dérivables sur I et :
(ku) =ku' ; (u+v) =d + ;

U
Si, de plus v ne s’annule pas sur I, alors — et — sont dérivables sur I et :
v

!
1 v . (u)' wv —uv'
_ —_ e _ - @@
v v2 v v2

(wv) = v'v + ud/

-

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k est un réel. Alors ku, u + v et

J

Corollaire : Les fonctions polyndmes et rationnelles sont dérivables sur tout intervalle de leur

domaine de définition.
EXERCICE 1: Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :

1. f est la fonction définie sur [0; +oo| par : f(z) = (x — 1)z

4z? 2
2. f est la fonction définie sur R\ {—1;0} par : f(x) = x;—7x+
T+
Solution :
1. f est dérivable sur ]0; +o00[, et f(z) = u(z)v(z) avec wu(x)=z-1 et v(x)
1
Onaalorsu/(z)=1; V(z)=-—= e f=dvv+w

2V

f’(w):IXx/EHw—I)X%:\/EJrZ\_/;
u(x)

2. f est dérivable sur R\ {—1;0}, et f(z) =
4z

Onaalors v/ (z) =8z +1; d(z)=22+1 et [ =

8z +1)(2% +2) — (422 + 2+ 2)(2x + 1).

f'(@) = (2% 4 x)?



I.LE.3 Dérivée d’une fonction composée

P
% THEOREME 1

g est une fonction dérivable sur un intervalle J. u est une fonction dérivable sur un intervalle
I, et pour tout = de I, u(x) appartient a J.

Alors la fonction f définie par f(x) = gou(x) = g(u(x)) est dérivable sur I et pour tout x
de I,

fl(z) = v'(z) x ¢'(u(x)).

- J

Démonsration : Pour tout a € I, pour tout réel h non nul tel que a + h € 1,

flath)—fla) glu(a+h)) —g(ua) g(ula+h)) —g(ula)) ula+h)—ula)

h h u(a+ h) —u(a) h
Or u est dérivable en a, d’ott lim

h) —
wlath)—ula) _
h—0 h
De plus, u est dérivable en a, u est donc continue en a, ce qui donne : %in% u(a + h) = u(a).

On a également u(a) € J et g est dérivable sur J, d’ou : Xglgl(a) g()ig :Z((ZSG)) = ¢'(u(a)).
g(u(a + h)) — g(u(a)) — g/(u(a)) Donc lim f(a + h}z — f(a) — ul(a) % g/(u(a))

btient alors li
On obtien aorshli% wla + ) = u(a)

et g ou est dérivable en a et (gou) (a) = u/'(a) x ¢'(u(a)).
Remarque : On retrouve ainsi une propriété vue en premiére : si g(x) = f(ax +b), alors ¢'(x) =

af'(azx + ).

EXERCICE 2: Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

1
1. f est la fonction définie sur R\ {0} par : f(x) = sin <—>
x

2. f est la fonction définie sur R par : f(z) = cos(z?).

Solution :
1
1. f est dérivable sur R \ {0}. Pour tout z € R\ {0}, f(z) =gou(z) ou wu(z)=— et
x
g(x) = sinz.
/ __ t / _ .
u () R (x) = coszx
On a alors f'(z) = L cos =
z? )
2. f est dérivable sur R. Pour tout réel z, f(z) = gou(z) ou wu(z)=2> et gz)=
oS .
W'(z)=2c et ¢(z)=—sinz et f(x)=—2xsin(z?).



I.LE.4 Deux exemples de fonctions composées

g
‘?f; PROPOSITION 3:

u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I.
Alors la fonction f définie sur I par f(z) = \/u(x) est dérivable sur I, et pour tout = de
u'(x
I:fl(z)= _v(@)
2/ u(x)

- J

Dém : f(z) = g(u(z)) on g(z) =T et ngﬁ

g est dérivable sur |0; +oo[; pour tout = de I, u(z) > 0, donc la fonction f = g o u est dérivable
sur I et d’aprés la propriété sur la dérivée d’une fonction composée, on obtient : f'(z) = u'(z) x
w'(x)
/
g (u(zr)) = ——=.
() = 37

‘?f; PROPOSITION 4:

u est une fonction dérivable sur un intervalle I et n est un entier naturel non nul.
Alors la fonction f définie par f(z) = [u(x)]" est dérivable sur I et pour tout x de I :

f'(@) = nlu(@)]" ™" x ' (x)

Dém : f(z) = g(u(xz)) ot g(x)= 2" Pour tout réel x, ¢'(x) = na" .
Alors pour tout réel z, f'(z) = u'(z) x ¢'(u(z)) = v/ (x) x nfu(z)]" ! = n[(w(@)]" x o/ (z).

Remarque : Cas ot n < 0 et u ne s’annule en aucun point de [ :

1
On a f(x) = [u(x)]" = ——5—-. Puisque —n > 0, on peut appliquer la formule de la dérivée de

[u(@)]

I'inverse d’une fonction et on obtient : f'(z) = —

et ([u(:ﬂ)]fn)l = —nu/(z) x [u(z)] "1 donc f'(z)=n [ =n
On obtient également f’(x) = nu'(z)[u(z)]" L.
EXERCICE 3: Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f est la fonction définie sur R par f(z) = (22 + 3z + 1)3.
2. g est la fonction définie sur R par g(x) = \/m
Solution :

1. f est une fonction polynome, elle est donc dérivable sur R.

Ona f(z) = [u(@)]" ot w(x)=24+3z+1 et u'(r)=2x+3.
On a alors f'(z) =3 x (2z + 3)(z% + 3z + 1)%.

2. Comme z2 4 2z + 3 > 0 sur R, la fonction f est dérivable sur R.
Onag(z) = u(z) ou wu(x)=z>+22+3 et u'(z)=2zr+2
On a alors f'(z) = v (z) = 20 + 2 = vtl :

2y/u(r)  2Va2+2x+3  Va?+2x+3




I.LF  Applications de la dérivation (étude de fonction)

I.F.1 sens de variation

p
% THEOREME 2
f est une fonction dérivable sur un intervalle 1.

1. Si pour tout = de I, f'(x) > 0 sauf peut-étre en quelques points ou f’(z) s’annule
alors f est strictement croissante sur I.

2. Si pour tout x de I, f'(z) < 0 sauf peut-étre en quelques points ott f’(z) s’annule
alors f est strictement décroissante sur /.

3. Si pour tout = de I, f'(x) = 0 alors f est constante sur I.

- J

Ex : f est la fonction définie sur R par f(z) = z>. f est dérivable sur R et f'(z) = 2% pour tout
réel x.
Pour tout z € R*, f’(z) > 0 et f/(0) = 0, donc f est strictement croissante sur R.

I.F.2 Extremum local

e N
%f; PROPOSITION 5:
f est une fonction dérivable sur un intervalle I, ¢ est un point de I.
Dire que f(c) est un maximum local (resp. minimum local) signifie que 'on
peut trouver un intervalle J inclus dans I et contenant ¢, tel que,
pour tout = de J, f(z) < f(c) (resp. f(z) > f(c)).
On appelle extremum local, un maximum ou un minimum local.
_ J
Sur l'exemple ci-contre, f présente un maxi- Y
mum local en x7 sur lintervalle [c1;ce] et un
minimum local en 5 sur [eg; c3) aNAS2Y
i +1ix i i
1 N X
c1 T1 cotl c3 r
f(x2) < >




p
% THEOREME 3
f est une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert, ¢ est un point de I.

1. Si f(c) est un extremum local, alors f’(c) = 0.

2. Si f’ s’annule en ¢ en changeant de signe, alors f(c) est un extremum local.

- /

Remarque : Lorsque f(c) est un extremum local, la tangente a la courbe représentant f en
A(c; f(c)) est horizontale.

I.G Exemple : étude de la fonction tangente

T
La fonction tangente, notée tan, est définie pour tout réel x tel que = # 5 + km avec k € Z, par

sin x

tanx = .
Ccos T

Par la suite, on note D I'ensemble de définition de la fonction tan.

&f; PROPOSITION 6:

Pour tout  de D, tan(x 4+ 7) = tan x.

. sin(x + —sinx
Dém : Sixz € D, alors v +7 € D, et tan(z +7) = ( ) = = tan z.
cos(x +m) —cosx
La fonction tan est périodique de période .
&f; PROPOSITION 7:
| Pour tout x de D, tan(—x) = —tanx
sin(—z —sinz
Dém : Siz € D, —x € D et tan(—z) = (=2) = = —tanz.
cos(—x) cos

La fonction tangente est alors impaire, sa courbe représentative admet donc 1’origine pour centre
de symétrie.

™
On peut ainsi se contenter d’étudier la fonction tangente sur [0; 5]

af; PROPOSITION 8:
1

La fonction tangente est dérivable en tout réel « de D et tan’z = 1 + tan® 2 = ———
cos? x

Dém : Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur D et cosx # 0 sur D, donc la fonction
tangente est dérivable sur D.
2 -2
Cos“ T + sin“x
(tan)'(z) = ———5——

Tableau de variation et représentation graphique

1
5 =1+tan’z = 5 A
COS* X COS* &

Woir le TP Info 5 bis



Pour tout z € [O;g{, (tan)’(z) > 0 donc la -
fonction tangente est strictement croissante sur r 0 2
T
045 (tan(@)|  +
lim sinx =1 et lim cosz = 0" donc
<z tan(x) /
lim tan z = 4-00. 0
x<§

— —
Dans un repére orthogonal (O; i, j ), on trace la courbe qui représente la fonction tangente

7T T
sur [0; 5 {, puis par symétrie par rapport & O, on obtient la courbe I' sur ]—5; 5 { Enfin, on

applique a I' les translations de vecteurs kri avec k € Z.
D’oit la représentation graphique suivante :

yﬂ

+1 %

1
(STE]
+ v
—
oy
|
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