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Fig. 1 � Paul DiraPontuellement, avoir le sens de la mesure.
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I Chapitre 5 : Fontion exponentielleI.A Introdution(�he)I.A.1 Désintégration des noyaux radioatifsLes noyaux des atomes d'un orps radioatif se désintègrent selon la loi suivante : si N(t) est lenombre de noyaux présents à l'instant t, pendant la durée △t,la variation △N(t) du nombre denoyaux est proportionnelle à △t et à N(t).Les physiiens érivent :
△N(t) = −kN(t)△t pour k ≻ 0En supposant que la fontion N : t 7−→ N(t) soit dérivable sur R, expliquez pourquoi on peutérire , pour tout t ∈ R :

N ′(t) = −kN(t)I.A.2 Un proessus "sans mémoire"On dit que la durée de vie de ertains omposants életroniques est sans vieillissement (ou sansmémoire) au sens suivant : si f(t) est la probabilité que la durée de vie dépasse la durée t,alors,pour tout t et t′ :
f(t+ t′) = f(t) × f(t′)(ette égalité sera expliquée plus tard au ours de l'année)Dans la suite, on onsidère une fontion f dérivable sur R,non nulle, véri�ant pour tout x et y :
f(x+ y) = f(x) × f(y)1. Montrer que f(0) = 1 et que,pour tout x réel ,f(x) est stritement positif.2. On pose : k = f ′(0).(a) Soit a �xé,aluler la dérivée de la fontion Ψ : x 7−→ f(x+ a) − f(a)f(x)(b) En posant x = 0 en déduire que : f ′(a) = kf(a)La partie préédente a permis de montrer le résultat suivant :si fest non nulle et dérivable sur R et véri�e,pour tout x et y
f(x+ y) = f(x) × f(y)alors f véri�e les onditions : ♣ f(0) = 1 et f ′ = kf ♣.I.A.3 Propriétés de telles fontionsSoit f une fontion véri�ant ♣...♣ ave k 6= 01. Montrer que �

�

�

�
f ′(0) = k2. Soit a un réel �xé.On onsidère la fontion g dé�nie sur R par �

�

�

�
g(x) = f(x+ a)f(−x) .(a) Montrer que g est dérivable sur R et aluler g′(x).(b) Caluler g(0).En déduire que,pour tout x et a réels :�

�

�

�
f(x+ a)f(−x) = f(a) (1).3. Déduire de (1) les résultats suivants : 3



(a) pour tout réel x, �

�

�

�
f(x)f(−x) = 1 .(b) f ne s'annule pas sur R() pour tous réels a et x :�

�

�

�
f(x+ a) = f(x)f(a) .4. uniité de la fontionOn suppose ii qu'il existe deux fontions f1 et f2 dérivables sur R et véri�ant

�

�

�

�
f1(0) = 1 et f ′1 = kf1 et �

�

�

�
f2(0) = 1 et f ′2 = kf2 .(a) Soit ϕ la fontion dé�nie par :�

�

�

�
ϕ(x) = f1(x)f2(−x) .Montrer que ϕ est dérivable sur

R aluler sa dérivée .(b) En déduire que ,pour tout x réel ,�
�

�

�
ϕ(x) = 1 .() A l'aide du résultat de la question 3.(a),onlure que les deux fontions f1 et f2 sontégales.I.A.4 La fontion exponentielleLes séquenes préédentes ont montré les propriétés que possède une fontion véri�ant la ondi-tion ♣ ....♣.On admet l'existene d'une telle fontion.On appellera elle-i fontion exponentielle.I.B TP Info : Métode d'Euler et fontion exponentielleDans le Devoir 8, vous avez traé une ourbe sur l'intervalle [0; 3] qui approxime elle d'unefontion f véri�ant la ondition initiale f(0) = 1 et ∀x ∈ R, f ′(x) = f(x), en utilisant laméthode d'Euler ave un pas h = 0.1.Il est lair que vous vous êtes onfrontés à la fontion exponentielle pour la première fois.En utilisant un tableur,omme par exemple elui d' Openo�e ,on peut obtenir ei :

Nous pouvons aussi utiliser SCILAB pour appliquer la méthode d'Euler,qui a été exposée pré-édemment.Nous savons que la fontion f que l'on étudie ii est dérivable sur R et véri�e f(0) = 1 et ,pourtout x ∈ R, f ′(x) = f(x).Nous allons utiliser SCILAB pour érire un programme qui applique la méthode d'Euler sur
[0; b]. 4



1. Programme sourefuntion y=euler(b,h)// h représente le pas,'est à dire la longueur d'une subdivisionn=�oor(b/h) ;//la ommande �oor alule la partie entière de b/h et donne don le nombre de subdivi-sions de l'intervallex=0 :h :(n-1)*h ;y(1)=1 ;for i=2 :n ;y(i)=y(i-1)+y(i-1)*h ;endplot2d(x,y),plot2d(x,exp(x),style=5)endfuntion//Prenons b=3 dans le sous-programme euler(b,h) euler(3,0.1)2. AppliationsNous remarquons que le programme soure demande de faire l'étude ave un pas de 0.1.Voii les ourbes obtenues pour des pas égaux respetivement à 0.1 ,0.05 et en�n 0.001,laourbe de la fontion exponentielle étant traée en rouge.
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3. Nous onstatons que,plus le pas h est petit,plus la ourbe obtenue se rapprohe de elle dela fontion exponentielle.I.C Fontion exponentielleI.C.1 Dé�nitionDé�nition 1:Il existe une unique fontion f dérivable sur R telle que : {

∀x ∈ R, f ′(x) = f(x)
f(0) = 1Cette fontion est appelée fontion exponentielle et on note f(x) = exp(x).NotationOn note e le nombre exp(1).Pour avoir une valeur approhée de e, il su�t de revenir vers la méthode d'Euler utiliséedans la première partie du hapitre.En e�et, on a pu remarquer que exp(1) ≈

(

1 +
1

n

)n, il su�t pour ela de prendre ommepas h =
1

n
.En prenant une valeur de n su�samment grande, on trouve que e ≈ 2.718281828..
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I.C.2 Propriétés algébriques de la fontion exponentielleThéorème 1Pour tout réel x, exp(−x) exp(x) = 1 et exp(x) 6= 0.Théorème 2Pour tous réels x et y, exp(x+ y) = exp(x) × exp(y)Théorème 3Pour tous réels x , exp(x) > 0Théorème 4
∀x ∈ R et ∀y ∈ R,1. exp(−x) =

1

exp(x)
.2. exp(x− y) =

exp(x)

exp(y)
.3. Pour tout entier relatif p, exp(px) = (exp(x))p.Remarque : Les préédents théorèmes ont été démontrés dans la première partie du doument.Seule, la dernière propriété mérite de s'y attarder.Il su�t de la démontrer par réurrene pour tout p ∈ N puis de poser p = −q et d'utiliser lerésultat démontré sur N.I.C.3 La notation exL'égalité exp(px) = (exp(x))p, ∀p ∈ Z, donne pour x = 1 : exp(p) = ep .On admet alors, que, ∀x ∈ R, exp(x) = ex.1Ce qui nous permet d'érire :Propriétés

e0 = 1
e1 = e

∀a ∈ R et ∀b ∈ R, ea+b = eaeb ; e−a =
1

ea
; ea−b =

ea

eb
.et ∀n ∈ Z, (ea)n = ena.1Je vous invite à voir le doument qui traîte de la raine ubique de 2
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I.D Etude de la fontion exponentielleI.D.1 VariationsSens de variation de la fontion exponentielleLa fontion exponentielle est stritement roissante sur R.En e�et, la fontion exp est dérivable sur R et exp′(x) = exp(x). Don, sahant que pour toutréel x, exp′(x) > 0, la fontion exp est stritement roissante sur R.On peut don érire :1. Pour tous réels a et b, ea < eb ⇔ a < b.2. Pour tous réels a et b, ea = eb ⇔ a = b.I.D.2 LimitesThéorème 5� lim
x→+∞

ex = +∞� lim
x→−∞

ex = 0.Démonstration :Soit φ la fontion dé�nie sur R
+ par : φ(x) = ex − x.Comme di�érene de deux fontions dérivables sur R

+, φ est dérivable sur R
+ et pour tout

x ∈ R
+, φ′(x) = ex − 1.Et, sahant que la fontion exponentielle est stritement roissante sur R et que e0 = 1, pourtout réel x ≥ 0, ex ≥ 1 et g′(x) ≥ 0.La fontion φ est don stritement roissante sur R

+, et omme g(0) = 1, on en déduit que pourtout x ≥ 0, φ(x) ≥ 1, e qui donne ex ≥ x+ 1, don g(x) > x.On en déduit, par omparaison, sahant que lim
x→+∞

x = +∞, que
lim

x→+∞

ex = +∞Pour la deuxième limite, on pose ex =
1

e−xSahant que lim
x→−∞

e−x = +∞, on peut érire :
lim

x→−∞

ex = 0Les résultats préédents nous permettent de dresser le tableau de variation de la fontion expo-nentielle : x �1 +1exp0(x) +exp(x) 0 +1
7



puis sa ourbe représentative :

x

y

+1

+1

lim
x→−∞

ex = 0

lim
x→+∞

ex = +∞

Fonction exponentielle x 7−→ exp(x)

e

Théorème 6� lim
x→+∞

ex

x
= +∞� lim

x→−∞

xex = 0� lim
x→0

ex − 1

x
= 1Démonstration : On démontre de la même manière que dans le théorème préédent que lim

x→+∞

ex

x
=

+∞.Soit ψ la fontion dé�nie sur R
+ par : ψ(x) = ex −

x2

2
.On peut, omme préédemmen, admettre que ψ est dérivable sur R

+ et ψ′(x) = ex − xEt, pour tout x ≥ 0, ex > x, e qui donne ψ′(x) > 0. Don ψ est stritement roissante sur R
+De plus ψ(0) = 1, don pour tout x > 0, ψ(x) > 0, 'est à dire ex > x2

2
et ex

x
>
x

2
.Et lim

x→+∞

x

2
= +∞, don

lim
x→+∞

ex

x
= +∞On remarque que : xex = −

−x

e−x
,don lim

x→−∞

e−x

−x
= +∞,don

lim
x→−∞

xex = 0
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ex − 1

x
est le taux d'aroissement entre 0 et x de la fontion exponentielle, que l'on sait dérivableen 0, don

lim
x→0

ex − 1

x
= exp′(0) = 1I.E Dérivée de la fontion e

uThéorème 7Si u est une fontion dérivable sur un intervalle I. La fontion f dé�nie par : f(x) = eu(x)est dérivable sur I et pour tout réel x de I, f ′(x) = u′(x)eu(x).Démonstration : Il su�t d'utiliser le théorème de dérivation de la omposée de deux fontions.
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