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I Chapitre 7 : DénombrementI.A Introdution(�he) Problème ouvertConsidèrons un ensemble E ayant n éléments, n ∈ N
∗.On dresse la liste de toutes les parties de E , y ompris la partie vide n'ayant auunélément,et on note haune de es parties sur un arton que l'on plae dans une urne,haque arton étant supposé indisernable au touher.On tire alors au hasard deux artons simultanément de l'urne.La question est de savoir quelle est la probabilité que la réunion de es deux artons soitégale à E .1. Résoudre le problème si n = 1 puis n = 2.2. Résoudre le problème dans le as général.3. Reprendre le problème si l'on suppose que l'on tire au hasard les deux artonssuessivement et ave remise du premier arton tiré.À la �n de e hapitre, vous posséderez quelques éléments qui vous permettont de résoudree problème, e sera d'ailleurs le sujet du devoir 15.I.A.1 Jeux et dénombrementsNous allons évoquer et dérire trois jeux qui vont nous permettre de dénombrer les di�érentstirages possibles de p éléments d'un ensemble à n éléments.1. JokerIl s'agit de hoisir suessivement 7 hi�res au hasard parmi les dix hi�res de 0 à 9.On obtient alors un nombre de sept hi�res, un même hi�re pouvant être hoisi plusieurfois.2. Le quintéLors d'une ourse de 20 hevaux, on s'intéresse à l'arrivée, dans l'ordre, des 5 premiers he-vaux, en admettant qu'il ne peut y avoir d'ex-aequo et que le joueur n'a auune onnaissanehippique lui permettant de jouer autrement qu'entièrement au hasard.3. Le lotoLe jeu du loto onsiste à hoisir au hasard 6 nombres parmi les 49 premiers entiers naturels,un même nombre ne pouvant être hoisi plusieur fois et l'ordre d'apparition des nombresn'étant pas prise en ompte.Quelle probabilité de gagner pour haun des jeux ?Après avoir remarqué que les trois jeux se modèlisent par une loi équirépartie(voirrappels �he), déterminer dans haun des as évoqués i-avant la probabilité de gagner,'est à dire de trouver les bons numéros.I.A.2 Di�érents tirages dans une urneDe nombreuses expérienes aléatoires peuvent s'assimiler à des tirages de boules dans une urne

U et se modélisent par une loi équirépartie omme suit :
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� Tirages suessifs ave remiseOn tire une boule de l'urne U , on note son numéro, puis on la remet dans l'urne. On e�etuede la sorte p tirages (dits suessifs ave remise).Dé�nition 1:Un résultat possible est une suite ordonnée ou liste de p éléments hoisis dans unensemble à n éléments.Le nombre de suites ordonnées ou listes de p éléments hoisis dans un ensemble à
n éléments est np.Cette méthode est à relier au Joker.� Tirages suessifs sans remiseOn tire une boule de l'urne U , on note son numéro et on ne la remet pas dans l'urne. One�etue de la sorte p tirages, ave p ≤ n (dits suessifs sans remise).Dé�nition 2:Un résultat possible est une liste ou suite ordonnée d'éléments tous distintsd'un ensemble à n éléments.Le nombre de listes ou de suites ordonnées formées de p numéros distints prisdans U est égal à n(n − 1) . . . (n − p + 1).Cas partiulier : Lorsque p = n, toutes les boules sont tirées une à une, une telle listeest appelée permutation.Le nombre de permutations formées des n numéros de U est égal à n(n− 1) . . . 2× 1.Cette méthode est à relier au Quinté.� Tirages simultanésDé�nition 3:On tire simultanément p boules de l'urne U (p ≤ n). On obtient ainsi un ensemble de
p numéros pris parmi n, que l'on appelle ombinaison(voir le paragraphe qui suit).Cette méthode est à relier au Loto.I.B Dé�nitionsI.B.1 CombinaisonDé�nition 4:Pour n ∈ N, n ≥ 2, le nombre n(n − 1) . . . 2 × 1 est noté n! (il se lit fatorielle n).Par onvention : 1! = 1 et 0! = 1.On revient sur les suites ordonnées et les permutationsLe nombre de suites ordonnées de p éléments, tous distints, d'un ensemble à néléments est n!

(n − p)!
Le nombre de permutations d'un ensemble à n éléments est n!.
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Théorème 1Le nombre de ombinaisons de p objets pris parmi n (0 ≤ p ≤ n) est noté (

n

p

) et estégal à
n(n − 1) . . . (n − p + 1)

p!
=

n!

p!(n − p)!.Demonstration : Faisons d'abord le raisonnement sur un exemple :Quel est le nombre de ombinaisons de troiséléments pris dans un ensemble de 5 éléments ?On sait que le nombre de listes de trois élé-ments distints d'un ensemble à inq élémentsest égal à 5!

(5 − 3)!
. Choisissons une ombinai-son de trois éléments, que l'on note {a; b; c}.Combien de listes ordonnées d'éléments dis-tints peut-on onstituer ave ette ombinai-son ? Il y a, d'après le shéma qui se trouve àdroite, 6=3 ! fois plus de listes que de ombinai-sons, d'où :

(

5

3

)

× 3! =
5!

(5 − 3)!

et
(

5

3

)

=
5!

(5 − 3)!3!

{a; b; c}

(a; c; b)

(b; a; c)

(b; c; a)

(c; a; b)

(c; b; a)

(a; b; c)

Considérons maintenant le as général : soit un ensemble E à n éléments.On hoisit une ombinaison parmi les (

n

p

) possibles de E .Pour ette ombinaison, on a p! permutations possibles.Don nous pouvons en déduire que le nombre de suites ordonnées de p éléments, tous distints,de E , que l'on sait égal à n!

(n − p)!
est aussi, d'après e qui prééde, égal à

p! ×

(

n

p

)

=
n!

(n − p)!.Ce qui permet d'obtenir :
(

n

p

)

=
n!

(n − p)!p!I.B.2 Propriétés des ombinaisons
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Théorème 2Pour tout entier naturel n :
(

n

0

)

= 1

(

n

n

)

= 1

(

n

1

)

= nThéorème 3Pour tous entiers naturels n et p tels que p ≤ n :
(

n

p

)

=

(

n

n − p

)En e�et hoisir de prendre p objets parmi n revient au même que de prendre n− p objetsparmi n.Théorème 4Pour tous entiers naturels n et p tels que 1 ≤ p ≤ n :
(

n − 1

p − 1

)

+

(

n − 1

p

)

=

(

n

p

)Demonstration :1. E est un ensemble à n éléments, on note a un élément �xé de E. Pour dénombrer les partiesà p éléments de E, on peut distinguer :� elles qui ne ontiennent pas a : e sont les parties à p éléments hoisis parmi les n − 1éléments restants ; elles sont au nombre de
(

n − 1

p

)� elles qui ontiennent a : il reste à hoisir p−1 éléments parmi les n−1 éléments restants ;on en ompte :
(

n − 1

p − 1

)Or il y a (

n

p

) parties à p éléments de E, don
(

n − 1

p − 1

)

+

(

n − 1

p

)

=

(

n

p

)2. deuxième faon de démontrer la propriété :
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(

n − 1

p − 1

)

+

(

n − 1

p

) = (n − 1)!

(p − 1)!(n − 1 − (p − 1))!
+

(n − 1)!

p!(n − 1 − p)!

(

n − 1

p − 1

)

+

(

n − 1

p

) = p(n − 1)!

p!(n − p)!
+

(n − p)(n − 1)!

p!(n − p)!

(

n − 1

p − 1

)

+

(

n − 1

p

) = n(n − 1)!

p!(n − p)!

(

n − 1

p − 1

)

+

(

n − 1

p

) = n!

p!(n − p)!

(

n − 1

p − 1

)

+

(

n − 1

p

) = (

n

p

)

Le triangle de Pasal
H

H
H

H
HH

n p 0 1 2 3 4 50 (

0

0

)1 (

1

0

) (

1

1

)2 (

2

0

) (

2

1

) (

2

2

)3 (

3

0

) (

3

1

) (

3

2

) (

3

3

)4 (

4

0

) (

4

1

) (

4

2

) (

4

3

) (

4

4

)5 (

5

0

) (

5

1

) (

5

2

) (

5

3

) (

5

4

) (

5

5

)On plae des 1 sur la ligne orrespondantà n = 0 et n = 1 et sur la diagonale, puison alule les (

n

p

) de prohe en prohe enutilisantle théorème 3.Exemple :(3

1

)

+

(

3

2

)

=

(

4

2

)

Blaise Pasal, mathématiien.
H

H
H

H
HH

n p 0 1 2 3 4 50 11 1 12 1 2 13 1 3 3 14 1 4 6 4 15 1 5 10 10 5 1
I.B.3 Formule du bin�me
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Théorème 5 -Formule du bin�mePour tous nombres omplexes a et b, et pour tout entier n ≥ 1,
(a + b)n = an +

(

n

1

)

an−1b1 + . . . +

(

n

k

)

akbn−k + . . . + bn

=
n

∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k.Remarque importanteDans le théorème préédent, a et b sont deux nombres omplexes.Nous ne savons pas enore e qu'est un tel nombre, aussi nous nous ontenterons deprendre a et b réels, pour l'instant.L'ensemble des nombres omplexes sera introduit dans le hapitre 8.
Démonstration de la fomule du bin�meVous démontrerez la formule du bin�me par réurrene (voir le Devoir 14)Appliation de la formule du bin�me1. Démontrer que pour tout entier n ≥ 1, n

∑

k=0

(

n

p

)

= 2n.2. En déduire le nombre de toutes les parties d'un ensemble à n élémentsa.a(voir le problème ouvert du début de hapitre)Solution :1. D'après la formule du bin�me : (1 + 1)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

× 1k × 1n−k don 2n =

n
∑

k=0

(

n

k

).2. Le nombre de toutes les parties d'un ensemble à n éléments est la somme du nombre departies à 0 élément, à 1 éléments, à 2 éléments, . . . , à n éléments.Le nombre total est don n
∑

k=0

(

n

k

), 'est à dire 2n d'après la question 1.
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