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I Chapitre 9 : Fon
tion logarithmeI.A Introdu
tionRappels-Devoir 17On sait que : pour tout y ∈]0;+∞[, il existe un unique réel x tel que y = exp(x) ; on note
x = ln(y), 
e qui se lit logarithme népérien de y.Ainsi, à tout réel y stri
tement positif, on peut asso
ier un réel noté ln(y).Le devoir 17 nous permet d'avoir une première idée de la 
ourbe représentative de lafon
tion ln nouvellement dé�nie.

x

y

+1

+1

Fonction exponentielle

Fonction logarithme

y = exp(x)

x y

x = ln(y)

Dé�nition 1:La fon
tion, dé�nie sur ]0;+∞[, qui à x asso
ie ln(x) est appelée fon
tion logarithmenépérien :
ln :]0;+∞[−→ R

x 7−→ ln(x).Remarque L'image d'un réel x > 0 par la fon
tion ln se note souvent, quand il ne peut y avoirde 
onfusion, ln x au lieu de ln(x).
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Conséquen
es1. Pour tout réel x > 0 et tout réel y, x = ey équivaut à y = ln x.2. Pour tout réel x > 0, eln x = x.3. Pour tout réel x, ln(ex) = x.4. ln 1 = 0 et ln e = 1.On dit que les fon
tions ln et exp sont des fon
tions ré
iproques l'une de l'autre.Propriété graphiqueDans un repère orthonormal, les 
ourbes représentatives des fon
tions exponentielle etlogarithme népérien sont symétriques par rapport à la droite d'équation y = x.Démonstration : On note C et C′ les 
ourbes représentatives des fon
tions ln et exp. Dire que
M(x; y) appartient à C équivaut à dire que M ′(y;x) appartient à C′. C et C′ sont symétriquespar rapport à la droite ∆ d'équation y = x.

x

y

+1

+1

C ′ courbe de la fonction exponentielle

C courbe de la fonction logarithme

M(x; y = ln(x))

M ′(y;x = exp(y))

∆ : y = x

I.B Sens de variation de la fon
tion logarithme népérien sur ]0; +∞[Proposition 1:La fon
tion logarithme népérien est stri
tement 
roissante sur ]0;+∞[.Démonstration : a et b sont deux réels tels que 0 < a < b , 
'est à dire tels que eln a < eln b.La fon
tion exponentielle est stri
tement 
roissante sur R, don
 ln a < ln b .Don
 ln est stri
tement 
roissante sur ]0;+∞[. 4



Proposition 2:Pour tous réels a et b de ]0;+∞[, La proposition pré
édente nous permet d'é
rire 
e
i :
• ln a = ln b équivaut à a = b,
• ln a < ln b équivaut à a < b,
• ln a > 0 équivaut à a > 1 et ln a < 0 équivaut à 0 < a < 1.I.C Propriétés algébriques de la fon
tion lnProposition 3:Pour tous réels a et b stri
tement positifs,1. ln ab = ln a + ln b2. ln

1

a
= − ln a3. ln

a

b
= ln a − ln b4. pour tout n ∈ N, ln(an) = n ln a5. ln

√
a =

1

2
ln aDémonstration :1. On sait que eln ab = ab et que eln a+ln b = eln aeln b = abon a alors eln ab = eln a+ln b 
e qui équivaut à ln ab = ln a + ln b.2. On a en parti
ulier ln

a

a
= ln

(

a × 1

a

)

= ln a + ln
1

a
et ln

a

a
= ln 1 = 0, don
 ln

1

a
=

− ln a.3. ln
a

b
= ln

(

a × 1

b

)

= ln a + ln
1

b
= ln a − ln b.4. la démonstration se fait par ré
urren
e.5. on a ln a = ln((

√
a)2) = 2 ln

√
a d'où ln

√
a =

1

2
ln a.I.D Etude de la fon
tion lnI.E Continuité et dérivabilité de la fon
tion lnProposition 4:1. La fon
tion ln est 
ontinue sur ]0;+∞[.2. La fon
tion ln est dérivable sur ]0;+∞[ et pour tout réel x de ]0;+∞[, ln′(x) =

1

x
.Démonstration :La propriété (1) est admise.En 
e qui 
on
erne la deuxième propriété, voi
i deux démonstrations :5



• a et a + h sont deux réels de ]0;+∞[, ave
 h 6= 0On pose b = ln a et k = ln(a + h), on a alors a = eb et a + h = ek, d'où :
ln(a + h) − ln a

h
=

k − b

ek − ebLa fon
tion ln est 
ontinue sur ]0;+∞[, alors
lim
h→0

ln(a + h) = ln ad'où
lim
h→0

k = bLa fon
tion exponentielle est de plus dérivable en b, de dérivée eb, on a alors
lim
k→b

ek − eb

k − b
= ebDon


lim
h→0

ln(a + h) − ln a

h
=

1

eb
=

1

a

• Voir le devoir 17 pour la deuxième démonstration.I.F Limites usuelles de la fon
tion lnProposition 5:1. lim
x→+∞

ln x = +∞ 2. lim
x→0+

ln x = −∞3. lim
x→+∞

ln x

x
= 0 4. lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1Démonstration :1. Pour démontrer que lim

x→+∞

ln x = +∞, il su�t de prouver que :pour tout réel M positif et pour tout réel x su�samment grand, ln x > M 
e qui équivaut à
x > eM .Ainsi, pour tout M > 0, et pour x > eM , on a ln x > ln eM , 
e qui donne ln x > M , 
e quiprouve l'assertion.2. On pose X =

1

x
, on a alors lim

x→0+
X = +∞ et ln x = ln

1

X
= − lnXd'après 1. lim

X→+∞

ln X = +∞, don
 lim
x→0+

ln x = −∞.3. Soit f la fon
tion dé�nie sur ]0;+∞[ par : f(x) = ln x −
√

x

f est dérivable sur ]0;+∞[ et f ′(x) =
1

x
− 1

2
√

x
=

2 −√
x

2xor 2x > 0, et 2 −
√

x > 0 lorsque 0 < x < 4, 
e qui donne le tableau de variation suivant :Or, 
omme la fon
tion ln est stri
tement 
roissante sur ]0;+∞[, on a ln 2 < ln e,don
 f(4) = ln 4 −
√

4 = 2(ln 2 − 1) < 0Ce qui est résumé dans le tableau de variation suivant :
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x 0 4 +1f 0(x) + 0 �f(x) f(4) < 0Ainsi, pour tout x ∈]0;+∞[, f(x) < 0, 
e qui donne ln x <
√

xOn obtient alors : 0 <
ln x

x
<

1√
x
, et lim

x→+∞

1√
x

= 0, don
 lim
x→+∞

ln x

x
= 0.4. L'approximation a�ne de ln(1 + x) pour x pro
he de 0, asso
iée à la fon
tion ln est donnéepar : ln(1 + x) ≃ ln 1 + x ln′ 1, 
'est à dire ln(1 + x) ≃ x.On en déduit que lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1.I.G Tableau de variation et 
ourbe représentant la fon
tion lnLa fon
tion ln est dé�nie, 
ontinue, dérivable et stri
tement 
roissante sur ]0;+∞[.

x 0 +11x +lnx �1 +1 x

y

+1

+1

C courbe de la fonction logarithme néperien

lim
x→+∞

ln(x) = +∞

lim
x→0

ln(x) = −∞

e

I.H Fon
tion lnuThéorème 1Si u est une fon
tion stri
tement positive et dérivable sur un intervalle I ouvert, alorsla fon
tion f dé�nie sur I par f(x) = ln(u(x)) est dérivable sur I et :pour tout x ∈ I, f ′(x) =
u′(x)

u(x)
.Démonstration : On applique le théorème de dérivation d'une fon
tion 
omposée à la fon
tion

ln ◦ u.La fon
tion u est dérivable sur I, et la fon
tion ln est dérivable sur ]0;+∞[, don
 la fon
tion
ln ◦ u est dérivable sur I et pour tout réel x de I :
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(ln ◦ u)′(x) = ln′(u(x)) × u′(x) =
u′(x)

u(x)
.Remarque Si u est une fon
tion dérivable et stri
tement négative sur un intervalle I, alors lafon
tion f = ln ◦ (−u) est dérivable sur I et f ′ =

(−u)′

−u
=

−u′

−u
=

u′

u
.I.I Autres fon
tions logarithmesDé�nition 2:Soit a un réel stri
tement positif, a 6= 1.On appelle fon
tion logarithme de base a la fon
tion notée loga dé�nie sur ]0;+∞[ par :

loga(x) =
ln x

ln a
.La fon
tion logarithme de base 10 est notée log est est appelée fon
tion logarithme dé
i-mal.Remarques :1. La fon
tion loga a les propriétés algébriques de la fon
tion ln.2. Pour tout réel a stri
tement positif et a 6= 1, loga(a) = 1 ; en parti
ulier : log(10) = 1.3. Pour tout n ∈ Z, log(10n) = n.
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