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I Chapitre 9 : Nombres complexes

I.A Introduction

]

( Définition 1:

La fonction, définie sur ]0; +o00[, qui & z associe In(x) est appelée fonction logarithme népérien :
In :]0; +o0[— R

x +— In(x)

Remarque L’'image d’un réel = > 0 par la fonction In se note souvent, quand il ne peut y avoir de confusion,
Inz au lieu de In(z).

f j
Consequences

1. Pour tout réel x > 0 et tout réel y, x = €Y équivaut & y = Inx.
2. Pour tout réel z > 0, % = z.

3. Pour tout réel z, In(e”) = z.

4. Inl1=0et Ine=1.

On dit que les fonctions In et exp sont des fonctions réciproques 1'une de 'autre.




Démonstration : On note C et C’ les courbes représentatives des fonctions In et exp. Dire que M (z;y)
appartient a C équivaut a dire que M'(y; ) appartient a C'. C et C’ sont symétriques par rapport a la droite
A d’équation y = z.

yﬂ
C' courbe de la fonction exponentielle

N
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A:y= w C courbe de la fonction logarithme

I.B Sens de variation de la fonction logarithme népérien sur |0;+o0|

f PROPOSITION 1:

$ La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur |0; +o0.

Inb

, C’est a dire tels que e™® < e

Démonstration : | a et b sont deux réels tels que 0 < a < b

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R,
Donc In est strictement croissante sur ]0; +oo.

donc Ina < lnb‘.

I.C Propriétés algébriques de la fonction In



PROPOSITION 3:
Pour tous réels a et b strictement positifs,

1. Inab=Ina +1Inb

2. lnl = —Ina
a

3. ln% =Ina—Inbd

4. pour tout n € N, In(a") =nlna

1
5. In\/a = Elna

Démonstration :

Inab Ina+Inb _ elnaelnb — ab

1. On sait que e =ab et que e

In ab — 6ln a+Inb

on a alors e ce qui équivaut & Inab =1Ina + Inb.

[\)

a a a a

1 1
3. ln%zln (ax 5) zlna-l—lng:lna—lnb.

4. la démonstration se fait par récurrence.

1
5. on alna = In((va)?) = 2Inv/a d’ott In/a = 3 Ina.

I.D Etude de la fonction In

I.E Continuité et dérivabilité de la fonction In

a

1 1 1
.Onaenparticulierlng=ln(a><—)=lna+ln— et lng=1n1=0,doncln—=—lna.

Démonstration :

La propriété (1) est admise.
En ce qui concerne la deuxiéme propriété, voici deux démonstrations :

e a et a+ h sont deux réels de ]0; +oo], avec h # 0

On pose b=Ina et k=1In(a+ h), on a alors a = €’ et a + h = *, don :

In(a+h) —Ina  k—b
h ek —eb

La fonction In est continue sur ]0; +ool, alors

lim In(a +h) =Ina
h—0

d’ou
limk =5
h—0
La fonction exponentielle est de plus dérivable en b, de dérivée e
E_ b
e —e
li =¢b
bob k—b
Donc
. In(a+h)—Ina 1 1
lim ===
h—0 h et a

e Voir le devoir 17 pour la deuxiéme démonstration.

, on a alors



I.F Limites usuelles de la fonction In

iﬂ PROPOSITION 5:

1. lim Inxz =+ 2. Iim Inz = —0
Tr—+00 x—0t+
1 In(1
3. lim —2 =0 4 Jim 2OFD)
r—+o00 I x—0 xT
Démonstration :
1. Pour démontrer que lim Inx = 400, il suffit de prouver que :

T——+00
pour tout réel M positif et pour tout réel x suffisamment grand, Inx > M ce qui équivaut a = > eM,
Ainsi, pour tout M > 0, et pour z > e™, onalnz > IneM, ce qui donne Inz > M, ce qui prouve I’assertion.

2. Onpose X = —,on aalors lim X = 400 et lnmzlny =—InX
x

z—0
d’aprés 1. lim InX = +o0, donc lim lnz = —oc.
X—+o0 x—0t
3. Soit f la fonction définie sur ]0;4o0[ par : f(z) = Inz — &
1 1 2 —
f est dérivable sur ]0; +-o00] et f'(z) = = — = v

r 2y 22

or 2z >0, et 2 — /2 > 0 lorsque 0 < z < 4, ce qui donne le tableau de variation suivant :

Or, comme la fonction In est strictement croissante sur |0; +oo[, on a In2 < Ine,
donc f(4) =In4 —v4=2(In2—-1) <0
Ce qui est résumé dans le tableau de variation suivant :

T 0 4 +o0

f'(=@) + 0 -
f(4)

<0
f(=) / \

Ainsi, pour tout x €]0;+o00|, f(z) <0, ce qui donne Inx < \/z

| 1 1 |
On obtient alors : 0 < T < —,et lim —= =0, donc lim nr_ 0.
T \/E T—+00 \/5 T—+00 T

4. L’approximation affine de In(1 + z) pour = proche de 0, associée a la fonction In est donnée par :
In(1+2)~Inl+azln’1, cest a dire In(1 + x) ~ .
In(1+x) .

On en déduit que lim
z—0 X

I.G Tableau de variation et courbe représentant la fonction In

La fonction In est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur ]0; +ool.



Ya
C courbe de la fonction logarithme néperien

lim In(z) = 400
T — 00

x 0 400
1
— +
x
+00
Inz _
—00 ili% In(z) = —o0

I.H Fonction Inu

Démonstration : On applique le théoréme de dérivation d’une fonction composée & la fonction In o wu.

La fonction u est dérivable sur I, et la fonction In est dérivable sur ]0;+oo[, donc la fonction Ino u est
dérivable sur I et pour tout réel x de I :
' (z)
Inowu) (x) =1n'(u(x)) x v/'(z) = .
(nou) (z) = ' (u(x) x o' (x) = 2%
Remarque Si u est une fonction dérivable et strictement négative sur un intervalle I, alors la fonction
Y ! 1
f =Ino (—u) est dérivable sur I et f = Ew S
—u —u u

I.I Autres fonctions logarithmes

Remarques :

1. La fonction log, a les propriétés algébriques de la fonction In.
2. Pour tout réel a strictement positif et a # 1, log,(a) = 1; en particulier : log(10) = 1.
3. Pour tout n € Z, log(10™) = n.



	Chapitre 9: Nombres complexes
	Introduction
	Sens de variation de la fonction logarithme népérien sur ]0;+[
	Propriétés algébriques de la fonction ln
	Etude de la fonction ln
	Continuité et dérivabilité de la fonction ln
	Limites usuelles de la fonction ln
	Tableau de variation et courbe représentant la fonction ln
	Fonction lnu
	Autres fonctions logarithmes


