CONCOURS GENERAL DES LYCEES
SESSION DE 2001

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Classe de Terminale S)
DUREE: 5 HEURES

La calculatrice de poche est autorisée.
La clarté et la précision seront prises en compte
dans I'appréciation des copies.

L es premieres questions de chacune des quatre parties de ce probleme sont indépendantes
desautresparties. || n’est donc pas nécessaire de commencer son étude dans!’ordreindi-
qué.

L es candidats peuvent admettre les résultats d’une question, a condition de I'indiquer
clairement sur la copie.

On appelletrio tout triplet de nombres réel&, b, c) non tous nuls et vérifiant la relation :
ab + bc + ca = 0. Lorsquea + b+ ¢ = 1, on dit que le triqa, b, ¢) est un trior éduit.
Les coordonnées sont rapportées a un repéere orthonormal(d])r,eﬁf, 7, ?) de I'espace.

Premierepartie

On noteC I'ensemble des points de coordonnéash, c) ou (a, b, ¢) est un trio.
On notel” I'ensemble des points de coordonnéasb, c) ou (a, b, ¢) est un trio réduit.
On noteP le plan d’équatiorx +y + z = 1.
1/ Existe-t-il des trioga, b, c) telsquea+b+c=07?
2/ Montrer queC est une réunion de droites passant Qaet privées de ce point.
3/ Montrer quel’ est l'intersection d’'un plan et d’'une sphere de cer@eQuelle est la
nature géomeétrique de?
4/ Donner la nature géométrique deet l'illustrer d’un croquis.

5/ Soit L un point fixé del". Montrer que le volumé&/ du tétraedreOLL'L”, ouL’ etL”
sont deux points distincts de et différents dd_, est maximal lorsque les arétes issues
de O sont deux a deux orthogonales et déterminer alors les coordonnéeéste” en
fonction de celles dé.

6/ Montrer que le produidbc admet un maximum et un minimum lorsque le point de coor-
donnéesga, b, ¢) décritI". Préciser les trios réduits réalisant ces extremums.
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Deuxieme partie

Dans cette partie et les suivantes, un tagb, ¢) est ditrationnel lorsquea, b et c sont des
nombres rationnels (éléments de I'ensemBle Il est dit entier, lorsquea, b et ¢ sont des
nombres entiers relatifs (éléments de I'ensenzljlpenfin un trio entier est dpprimitif sia, b
etc n’admettent que 1 et1 comme diviseurs communs.

Y

2/

3/

4/

5/

6/

7/

8/

o/

Déterminer la nature de I'ensemble; des points de coordonnégs, y, 1) tels que
(X, Yy, 1) soit un trio. Montrer que le poir2; de coordonnées-1, —1, 1) est un centre
de symétrie deH1. Quels sont les points dé; a coordonnées entieres ?

Pour tout entier naturel non ntl on noteZy, I'ensemble des trios entiersa, b, ¢) tels
guec = h. DéterminerZ, pourh = 1 eth = 2.

Montrer queZy est un ensemble fini et exprimer le nomiX¢h) de ses éléments en
fonction de celui des diviseurs @& dansZ. Montrer que 4 diviséN (h) — 2.

Pour tout entier naturel non nk) on noteN’(h) le nombre des trios entie(a, b, c) tels
gue I'un au moins des entiees b ou ¢ soit égal ah? ExprimerN’(h) en fonction de
N (h) selon la parité dé.

Montrer qu’a tout trio entiefa, b, c) on peut associer un triplét, s, t) d’entiers tels que
r ets soient premiers entre eus,positif ou nul et tels que l'on aita = r(r + s)t,
b=s(r +s)t,c= —rst.

Enoncer et démontrer une réciproque. Pour quels taosc) le triplet (r, s, t) n’est-il
pas unique ?

Déterminer les triplet&, s, t) ainsi associés aux trios primitifs. En déduire qu@sb, c)
est un trio primitif, alordabc|, |a + b|, |b+ c|, et|c + a| sont des carrés d’entiers.
pour tout entier naturel non nlil, on noteP(h) le nombre de trios primitifga, b, c)
tels quec = h. Montrer queP(h) est une puissance de 2. Pour quels entiesst-on

P(h) = N(h) ? Expliciter une suite d’entieré) tels que la suite{ﬁ((—ﬂfr‘]))) converge vers
Zéro.

Soit (a, b, 1) un trio. Montrer qu’il existe deux suitep) et (y,) convergeant respecti-
vement vers etb et telles que pour tout, (Xn, Yn, 1) Soit un trio rationnel.

Soit(a, b, ¢) un trio réduit. Montrer qu’il existe trois suitégn), (yn) et(z,) convergeant
respectivement vera, b et c et telles que pour tout, (Xn, Yn, Zy) SOIit un trio rationnel
réduit.

Troisiemepartie

On notej le nombre complexe%iog, c'esta dire—% +i @
Pour tout trioT = (a, b, ¢) on noteT = (a,c,b), S(T) =a+b+cetz(T) =a+bj +cj2
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Calculer le module de(T) en fonction deS(T). Peut-on avoiz(T) = 0? Calculer le
cosinus et le sinus d’'un argumehtie z(T) en fonction dea, b etc.

Soit zo un nombre complexe non nul. Déterminer les tios- (a, b, ¢) tels quez(T) =
2.



3/ Etant donnés deux tridg et To, montrer qu'’il existe un unique trio, not@ x T, vérifiant
S(T1 x Tp) = S(T1)S(To) etz(Ty * T2) = z(Ty1)z(T>). CalculerTy = T> en fonction deTy
etT,. Que peut-on dire d’'un argument g1 * T2) ? Que peut-on dire d’'un argument de
Z(TyxTp)?

4/ si T1 et T2 sont réduits, en est-il de méme @ex To ? SiTy et T sont entiers, en est-il de
méme dely x To ? SiTy et T2 sont primitifs, en est-il de méme deg * T> ?

5/ Comparerles trio$1 « ToetTox Ty, (TyxTo) x Tz et(Tyx To) x T3, Ty etTy % (1,0, 0).

6/ Etant donnés les trioB, et Ty, résoudre I'équatiofiy«x T = T, ol le trioT est I'inconnue.

7/ Etant donné un tri@, on définit une suite de triq¥,) parTo = (1, 0,0) et Thy1 = TxTh.

Calculer S(T). Etant donné un entiep, résoudre I'équatioffp, = To ou le trio T est
I'inconnue.

Quatrieme partie

On noteA I'ensemble des entiers non nuls tels qu’il existe deux entiews v tels quem =
u? + 32

On noteA’ 'ensemble des nombres complexason nuls tels qu'il existe deux entiensv tels
quez = u + iv+/3 (on remarquera que|? = u® + 3v?).

On noteB I'ensemble des entiens non nuls tels qu’il existe deux entierss tels quen =
r24rs+s2

1/ Montrer que le produit de deux éléments Aeappartient aA’, puis que le produit de
deux éléments d@& appartient dA.

2/ Montrer que sip est en nombre premier élément Aealorsp = 3 ou 3 divisep — 1.
3/ Montrer queA = B (on pourra notamment remarquer qerrs+s? = (r +5)%2 — (r +
S)s + 59).
4/ Montrer que 4 divise les éléments pairsAlet que les quotients appartiennemapuis
gue tout élément dA est produit d’'un élément impair d& par une puissance de 4.
a) Soits'il en existe, un entier impair = u?+3v? tel que les entiers etv soient pre-
miers entre eux et qui admet un diviseur prenparappartenant pas A. Montrer
gu'’il existe alors un plus petit entier strictement positftel quengp appartienne a
A. Montrer queng est impair.
b) Etablir 'existence de deux entiem$ et v’ inférieurs en valeur absolue%tels que
p diviseu’ — u et v’ — v. Montrer quep divise I'entier non nulu’? 4+ 3v'2 et que
Nop < p.
c) Etablir I'existence de deux entiers non nuls premiers entreugust vg tels que
Nop = y§ + 31)(2).
d) Etablir I'existence de deux entieuns etv; inférieurs en valeur absolueﬂg tels que
ng divise u; — Ug et vy — vg. Montrer queng divise I'entier non nuuf + 3vf que
I'on noterangn;.
e) En déduire qu’'un tel entian ne peut pas exister (on pourra considérer I'entier
2
ngn1p).
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5/ Montrer que tout élément d& s’écritm = C2p;... px, ouC est un entier naturel non nul
et lesp; des nombres premiers distincts éléments\de

a) Soitp un nombre premiertel que 3 divige- 1 etK I'ensemble des triplet&, vy, z)
ou les entier, y et z sont strictement compris entre 0 pt et tels quep divise
(xyz — 1). Montrer queK possédd p — 1)2 éléments, et que 3 divise le nombre
d’éléments de&K ne vérifiantpax =y = z

b) En déduire gu'il existe en entigrstrictement compris entre 1 pttel que p divise
X2 4+ x + 1, puis quep appartient 3A. Décrire les éléments d&.

6/ SoitD I'ensemble des entietstels qu’il existe un trio entiefa, b, ¢) vérifianta+b+c =
d etabc # 0. Montrer, grace a la questi®hde la deuxieme partie, que tout élémentie
posséde un diviseur premier elémentAl&éciproquement, que peut-on dire d’'un entier
non nul admettant un diviseur premier élémentde

7/ En déduire les éléments d®compris aux sens large entre 2001 et 2010.



