Chapitre 2 : Séries numériques

On fixe dans ce chapitre le corps =R ou C.

I Généralités
A) Suites et séries

Définition :
On appelle série a termes dans K tout couple ((u,,),.y,(S,),cy) de suites de K tel

que Vrne N, S, =Zuk .
k=0

On appelle u, le n-iéme terme général de la série et S, la n-ieme somme partielle.

Remarque 1 :
La donnée du terme général u, suffit a déterminer la suite, qu’on notera alors

Su, .

n20
Remarque 2 :
Si (u,),5, estune suite définie a partir d’un rang n,, on notera Zun la série de

nxn,

Osin<n,

terme général v, = .
u,sin2n,

n
La n-iéme somme partielle vaut alors S, = Zuk pour n = n,.

k=n,

Proposition :
L’ensemble des séries a termes dans K est muni d’une structure d’espace vectoriel

par les lois :

A u,+ ) v, = Au, +p, ou (Au)e K et (u,v)e (KN)Z

n=0 n=0 n=0

On notera cet ensemble S(K)

Démonstration :
. 2 .. L.
S(K) est un sous-espace vectoriel de (KN) , noyau de I’application linéaire

(KN )2 S EY

(u,S)I—)(Sn - Zn:ukJ

k=0
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B) Séries convergentes

Définition :
On dit que la série Zun , a termes dans XK, est convergente lorsque la suite

n=0
n
(Z u, j converge.
newN
+oo
On notera alors § = Zun = lim Zuk .
n=0

+oo
Attention : la notation Zun n’a de sens que pour une série convergente.
n=0
Remarque :

+o0
On notera Zun la somme d’une série convergente Zun .

n=n nng

Théoréme :
Soient (u,),.y€ K

N

et nje N.

Alors les séries Zun et Zun on la méme nature, et si elles convergent, on a :

nz0 nzn
400 +oo ny—1
2, = 2t 2y
n=0 n=n k=0
Démonstration :
Soient §, et §', les n-iémes sommes partielles de Zun et Zun .

n=0 nzn,

Pour n=n,,ona:
n ny—1 n ny—1
— — — '
S, —Zuk = Zuk + Zuk = Zuk +S',.
k=0 k=0 k=n, k=0
. ' A .
Donc les deux suites (S),),.y €t (S',),.y On la méme nature, et si elles convergent,

ny—1
onaalors lim §, = Zuk +lim §',.
n—>+oo =0 n—>+oco
Définition :
Si Zun est une série convergente, on appelle n-iéme reste de Cauchy de la série

n=0

+o0
le scalaire R, = Zuk .

k=n+l1

Proposition 1 :

Le reste de Cauchy, lorsqu’il existe, tend vers 0

En effet :

Si Zun est une série convergente, soit S sa n-iéme somme partielle, et S sa
n=0

somme. On alors, pour tout ne N, S=§, +R .
Comme S, ——§,onabien R, ————0.
n—+oo n n—+oo
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Exemple :

Soit Zun la série de terme général u, =

nx1

Ona: Vne N*u, = !

Donc Vne N*,Zuk 22(%—ﬁj=1—L
+

k=1

L
n(n+1)
1

n o n+l’

ey n+l

400
La série est donc convergente, de somme Zun =1

Le n-iéme terme de

n=l1

Cauchy vaut alors L
n+l1

Proposition :

n=0

400
et on a alors Zun —u,,, =u,— limu,

n—>+oo

. N . . , .
Si (u,),.y € K", alors u converge si et seulement si la série Zun —u,, converge,

n=0

Démonstration :

n
Z”k U T Uy U
k=0

Attention :

+oo +oo +oo
On ne peut pas écrire Zuk —u,,, = Zuk —ZuM
k=0

k=0 k=0

(voir exemple précédent par exemple)

Théoréme :

oo

Du,=>u,

n=0 n=0

L’ensemble S.(K) des séries convergentes a termes dans K est un sous-espace
vectoriel de S(K). L’application S.() — K est une forme linéaire.
+

Démonstration :

Résulte du théoréme équivalent sur les suites :

Pour ne N, Z(/luk+ﬂvk)=/12uk+u2vk , d’ou, par passage a limite si les
k=0 k=0 k=0

+oo

séries Y u, et D v,, >

n=0 n=0 k=0

(Auy +uv,) = ﬂ'zuk +:uzvk .
k=0 k=0

C) Grossiére divergence

Théoréme :

n=0

Si la série Zun converge, alors son terme général u, tend vers 0.
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Démonstration :

n n—l
Pour tout ne N*, u, :Zuk —Zuk .

k=0 k=0

Donc lim u, —Zuk Zuk—O

ke k=0 k=0

Conséquence :
Si (u,),.y estune suite ne tendant pas vers 0, alors la série Zun diverge. On dit
n=0

dans ce cas que la série Zun est grossierement divergente.

n=0
Exemples :
e Série grossiérement divergente :

A

n=0

e Série non grossierement divergente mais divergente :

Z—.

nx1 n
Idée :

Plus formellement :

Sh-S (gt )

m=0

2™ termes
) 1 .
La suite | — est décroissante, donc :
n neN*

2"-1

Y2 e

ya 2m+1 2
Donc S ———=—+o. De plus, u, 20. Donc (S,),y+» donc S, ———— oo,

2" -1 —+

donc z diverge.

nxl 1

D) Critere de Cauchy — convergence absolue

Théoréme (critére de Cauchy) :
Si ZMn est une série de XK, alors une condition nécessaire et suffisante pour que

n=0

cette série converge est :

n+p
Ve>0,3n,e N,V(n, p)e N, n2n,=| Y u|<e
k=n+1
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Démonstration :
Cette condition équivaut a :

Ve>0,3n,€ N,V(n, p)e N>, n2n, =S, S,

<€ (ou S, zzuk )
k=0

Clest-a-dire a « (S,),.y est de Cauchy », ce qui équivaut dans K a dire que
(S,),.n converge.

Remarque :
n+p
On note souvent R, , = Zuk le « reste partiel » de la série.
k=n+1
Théoréme 2 :
Si Zun est une série de K, alors une condition suffisante pour que Zun
n20 n20

converge est que Z|“n| converge.

n=0

Démonstration :
Si Z|un| converge, alors par critére de Cauchy, pour tout £ >0, il existe n,e€ N

n=0
n+p

Z”k

k=n+1

<¢.Donc Zun converge.

n=0

nzn,
tel que =
peEN

Définition :
Si la série z u,| converge, on dit que la série Zun est absolument convergente.
n=0 n=0
Si Zun est convergente, mais pas absolument, on dit alors qu’elle est semi-
n=0

convergente.

I1 Séries a termes réels positif
A) Théoréme fondamental

Théoréme :
Soit ZMn une série a termes réels positifs. Alors la série converge si et seulement

n=0

siil existe M >0 tel que Vne N,Zuk <M.

k=0

Démonstration :

n
La suite (Z”kj est croissante, donc converge si et seulement si elle est
k=0 neN
majorée.
Corollaire :
n
Si ZLtn est une série a termes réels positifs divergente, alors Zuk ———>+o0.

n—+oo
n=0 k=0
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B) Critéres de comparaison

Théoréme (comparaison) :
Si D u, et Y v, sont a termes réels positifs, si Vne N,u, <v, et si D v,

n=0 n=0 n=0

oo 400
converge, alors ZMW converge, et Zun < Zvn :

n=0 n=0 n=0

Démonstration :
Supposons que Vane N,u, <v,_ etque Zvn converge.

n=0

Il existe alors M tel que Vne N,ka <M.

k=0

n n
Ainsi, Vne N,Zuk < ka <M .Or, Zun est croissante.

k=0 k=0 n=0

oo 400
Donc elle converge, et par passage a la limite, Zun < Zvn .
n=0 n=0

Conséquence 1 :
Avec les notations précédentes, et pour n,€ N,

oo oo

Si Vn2ny,u, <v, etsi Zvn converge, alors Zun converge, et Zun < Zvn .

n=0 n=0 n=n, n=0
En effet, les séries Zvn et Z\)n ont méme nature.
n=0 n=ny
Conséquence 2 :
Avec les notations du théoreme, et pour n,e N, si Vn2ny ,u, <v, et si Zun
nz0
diverge, alors Z\/n diverge.
n20

C’est la contraposée de la premiére conséquence.

Théoréme (domination) :
Soit Zun une série a termes dans K, et Z% une série a termes réels positifs.

n=0 n=0

Siu, = Oa,),etsi Zan converge, alors ZMn est absolument convergente.

n
n—>+oo
n=0 n=0

Démonstration :

*
Siu, = O(a,),alors il existe nye N et 4e R, tels que Vn =n,,

n—>+oo

un|SAan.

Si de plus Zan converge, alors ZAan converge, et donc Z|un| converge.

n=0 n20 n=0
Corollaire :
Avec les notations du théoréme,
Siu, = O(a,), etsi Zun diverge, alors Zan diverge.
n=0 n=0

Le théoréme reste valable en remplagant O par o.
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Théoréme (équivalence) :
Soit ZMn une suite a termes dans R, et Zvn a termes réels positifs.

n=0 n=0

Siu, ~ v,,alors les séries Zvn et Zun ont méme nature.
ke n=0 n=0

Démonstration :

Posons, pour ne N, w, =u, —v, .

Ainsi, u, ~ v, &w, = o(u,)
n—>~+oo n—>+oo

Il existe donc n,e N tel que Vn=n,, Vn=n,,

w, ne

Slu
2

1 3
Donc, pour n>n,, 0<—u <v <—u_.
0 2 n n 2 n
Donc E u, et E v, ont méme nature.

n=0 n=0

Théoréme (comparaison logarithmique) :
Soient Zun et Zvn deux séries a termes réels strictement positifs, et n,e N .

n=0 n=0

. u \%
Si Vn> no,u”—+1 <-4 et Y v, converge, alors » u, converge.

n v, n20 20
Démonstration :
: un+1 Vn+1 A 1 Adq u” V”
Si Vn > n,,—* < alors par récurrence immédiate Vn = n,, < .
u, Vi uno Vno

Ainsi, u, = O(v,), d’ou le résultat.

—+

Corollaire :
Avec les notations du théoréme,

. u, v . . .
Si Vn2>n,,— < etsi Zun diverge, alors Z"n diverge.

o Vi 20 >0

C) Suites géométriques, regle de d’Alembert

Rappel :
Calcul des sommes partielles.

. . , , . . d u,—u +1
Soit (u,),. une suite géométrique de raison k # 1. Alors Zun = %

n=p
Théoréme :

Soit ke R, . La série Zk converge si et seulement si k£ <1.

n=0

Théoréme :
Soit ze ©. La série ZZ” converge si et seulement si |z|<1, et on a alors

n=0
a1
EZ ——I_Z.
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Démonstration (du deuxieéme théoreme) :

n
e Siz=1,alors sz =n+1, donc la série diverge.
k=0

1—

n+l
Z

n
e Sinon, sz
k=0

1-z

n
k
2.:

Ainsi, si |z >1, la série ne converge pas car — 400,
k=0
Si |z| <1, la série converge, de somme .
—Z

Si |zZ|=1, z=¢” ou 6e R\27Z, et la suite (¢"?),.y ne converge pas (car
0£01[27])

Autre méthode : Si |z|=1, alors Vne N, z”|:1, donc ZZ” est grossierement

n=0

divergente.

Théoréme :

Soit z u, une série a termes réels strictement positifs.

n=0

un+l

(1) S’il existe k€]0;1[ tel que Vne N,

n

n

<k, alors Zun converge

n=0

(2) S’il existe ke [L;+oq[ tel que Vne N,m >k, alors Zun diverge.

n=0

Démonstration :

(1) C’est le théoreme de comparaison logarithmique avec Zun et Zk” .

(2) Son corollaire avec Zk” et ZLtn .

n=0 n=0

n=0 n=0

Théoréme (régle de d’Alembert) :

n=0
[ € [0;+00].
(1) Si [e[0;1[, alors Zun converge.
n=0

(2) Si I €]l;+00], alors Zun diverge.

n=0

Soit ZLtn a termes réels strictement positifs, supposons que

un+1

u

n

—/ ou

(3) Si I =1, le théoréme ne permet pas de conclure.

Démonstration :
(1) Si <1, soitalors ke]l]] .

Il existe alors n,e N tel que Vn=n,,

n

théoréme précédent.

un+l

<k, donc ZLtn converge d’apres le

n=0

(2) Si />1, il existe n,e N tel que Vn > no,M >1, donc Zun diverge.
u

n n=0
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(3) Exemple des séries de Riemann :

u n+l

n

21
: 1 . u n L
Si u,=— pour n2>1 et ¢e R, on a toujours —l = —— | —1, mais suivant
n

le choix de o, ZMn converge ou diverge.

n=1

Exemple :

n

La série Z— pour ze C est absolument convergente.

n=0 n!
e Siz=0 ok...
n
e Siz#0,alorssoit u, =—|>0
n!
S A i -
Pour ne N, = =|——X—=————--0. Donc la série converge bien
u, |((n+1)! z n+l
absolument.
oo Zn
Pour ze C, on note alors expz = —-
n=0 n:

D) Séries de Riemann

Soit ¢e R ; on étudie la série Z—
n=1 n

) 1 L .
®* Sia<0,alors Vne N,— 21, donc la série diverge grossicrement.
n
e Sia>0:

On va utiliser la décroissance de f: 7> ia
t
1
Pour ne N, et te[n,n+1],ona f(n+1)$t—an(n).

Done [ f(n+Ddr< "“tiadt <[ fonyar .

C'est-a-dire ; < IHI La’t < L .
(n+D)* I n”

o S
Db Y S s s w

k=1
o a1 n 1
On est ainsi ramené a I’étude de 7, =L —dt
t

. I
Si =1, pour ne N, I, =Inn donc I, — +oo, soit Z_a_>+°°
k=1

Si <1, Vne N Zki>z — oo

k=1 kl
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. n 1 1 17 1 1 1
siaxt 1 =[ = o] =
) n o
1

1
, et Z—a converge.

n=1

Donc Vne N,Z%S1+
k;l k 1

Ainsi :

. . . 1
La série de Riemann Z—a est :

nx1

Convergente si & >1, divergente si 0 < & <1, grossierement divergente si & <0.

Théoreme :
Soit Zun une série a termes réels positifs.

n=0

(1) S’il existe @ >1 tel que u, = O( ! ), alors Zun converge.

o
n n=0

(2) S’il existe a <1 tel que La =0(u,), alors Zun diverge.
n

n=0

Théoréme (régle de Riemann ou « n%u_ ») :
g n

Soit Zun une suite a termes réels positifs.

nz0
(1) S’il existe @ >1 et [ € [0,4c0| tels que n®u, — I, alors Zun converge.

n=0

(2) S’il existe ¢ <1 et /e ]0,+oo[ tels que n“u, — 1, alors ZLtn diverge.

n=0

Démonstration :

Si n“u, —1 pour a>1 et [€[0,4o0[, alors u, :0( ! j (car n“u, est bornée et

a
n
(un )ne N eSt pOSithC)

A . 1 . .
Méme chose si @ <1, ona — =0O(u,) (méme raison)
n

Exemple :

Séries de Bertrand :

Soient a, fe R et Zun la série de terme général u, = %
= n“In” n

- Casl:axl

Soit a'ela.I[.

a'-a

a' _ .
Alors n®u, =-—— ——— oo, donc Zun diverge.

In” n =~
- Cas2:a>1.

Soit a'e]l, ] .

1
———0, donc ZLtn converge.

Alors n“u, = ,
a-a 1 B
n n"n n=2

Chapitre 2 : Séries numériques
Suites et fonctions Page 10 sur 31



- Cas3:a=1.

+oosi f<0
Si #<0,alors nu, =In"" n—— ﬁ , et Zun diverge.
S 1 S1 ﬁ = 0 n=2
Si >0 :
On étudie
; nln? n
Soit f:[2;4eo[—> R . Alors fest de classe C™.
t—=>tInft

— _ A1
Pour t€ [2,400[, f'(t) = ln,tBZ 1 ’f ﬁ,l? £ <0. Donc fest décroissante sur [2,+oo[ .
n

Pour n>2 et te[nn+1],ona: f(n+1)< 1)< f(n),
Donc f(n+1)< jl FO<f0).
f(n+1) nln” n

f(n)  (+DInf(n+1) "

L f(H)———>1, soit jl 1@ ~ £,
Donc les séries Z Zj.n o

w2 1 n n>2 Zln

9

Donc

dt on la méme nature.

On étudie alors S, I 7
n

Ona: S, j dt = '“("“)idu
zln m2  yh

Ainsi, si f<1, S, > +oo,etsi f>1, S, estbornée.

Conclusion :
. a>1 . . a<l
La série Z converge si et diverge si
~ n®In” oua=let f>1 oua=let f<1

111 Sommation des relations de comparaison
A) Domination, prépondérance

Théoréme :
Soit Zan une série a termes réels positifs, et Zun une série de K. On suppose
n=0 n=0

que u, = 0(an).

n—r+

(1) Si la série Za converge, alors Zu converge, et Zuk = O( ZO{kj,

n=0 n20 k=n+1 e k=n+1

c'est-a-dire R (u) O(R ()

n—>-+oo
n=0

(2) Si la série z diverge, alors Zuk = O(Z akj’ ou S (u) O(S (a)).
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Démonstration :
(1) On sait déja qu’alors Zun converge absolument.

n=0

un|SAa'

n*

Par ailleurs, il existe 4>0 et n,e N tels que Vn=n,,

400
Z U

k=n+1

R,(u)|< AR (@), donc R, (u) = O(R,(a)).

+oo

.
< | D Ae,,

k=n+1 k=n+1

Donc, pour n2=n,,

c'est-a-dire Vn 2n,,

(2) Il existe toujours 4 >0 et nye N telsque Va2n,, ju,|< Aa,.

Donc, pour n>n, :

n ny n ny n
Zuk S2|uk|+ Z|uk|SZ|uk|+A Zak.
k=0 k=0 k=ny+1 k=0 k=ny+1

Comme Zan diverge, il existe n, > n, tel que nzo|uk| <A iafk

n2ny+1 k=0 k=ny+1
Ainsi, pour n2n,, |S, (u)| <248, (a).
Donc S,(u) = O(S,(@))

Théoréme :
Soit Zan une série a termes réels positifs, Zun une sériec de K telle que
n20 n20
u, = o(a,).

(1) Si Zafn converge, alors Zun converge absolument, et R (1) = o(R (&))
n=0 n=0 L
(2) Si Y «, diverge, alors S,(u) = o(S,(a))

n=0

Démonstration :
Méme que précédemment en remplagant « 34 >0 » par « Ve >0 ».

B) Equivalence

Théoreme :
Soient Zun et Zvn deux séries de K dont ’'une au moins est a termes réels
n=0 n=0
positifs et telles que u, ~ v,.

n—s-+oo

Alors ces séries sont de méme nature, et :
(1) Sielles convergent, R (1) ~ R, (v)
n—>+oo

(2) Sielles divergent, S, (u) ~ S,(v).

Démonstration :
Supposons que Zun est a termes positifs. Alors v, —u, = o(u,).

>0 n—+oo
Donc :
(1) Si Zun converge, alors Zun —v, converge, donc Z\/n aussi.

n=0 n=0 n=0

Chapitre 2 : Séries numériques
Suites et fonctions Page 12 sur 31



De plus, R, (v—u) = o(R, (u))
— Un—+eo
R, (v)-R, (u)

Donc R,(v) ~ R, (u)
(2) Si Zun diverge, alors S, (v—u) = o(S,(n)).

n=0

Donc S,(v) ~ S,(u),et Z\)n diverge.

n=0

Application : lemme de Césaro :

Théoreme :
. . : . 1 3
Si (u,),.y estune suite de K qui converge vers /, alors la suite v, :—12uk
' n+1i=
converge vers /.
Démonstration :
On compare ZMn —1l et 21 :
n=0 n=0
Vne N,120
u, —l=o(l)
21 diverge
n=0
Ainsi, Y (u,—1) = 0(21j
k=0 e k=0

1 n
Soit | — > u, |-/ = o(1).
(n+l§ kj H—too M

Théoréme :

1 n
Si (u,),.n st une suite réelle tendant vers +oo, alors v, :—Zuk tend vers
' n+1io

Démonstration :
Il existe n,e N tel que Vn2n,, u, 20. Alors :

Vnzny,u, 20

1=o0(u,)

Z u, diverge

n=0
Ainsi,ona:

n—+eo
k=nq

Donc ZI = 0( ukj,d’oﬁl = o(v,)
k=0 0

il n—>+oo
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C) Comportement asymptotique des séries de Riemann

Soit @>0. Alors f:[l,4+eo] = R est décroissante.

>
1 n 1 1 1 .
Donc VnZZ,—S'[ —dt < . Comme — ~ ———— on a, d’apres le
“ (n -1)” n® o= (n—1)*
théoréme des gendarmes — ~ j B

. 1 1 . . . .
Ces deux suites u, =— et v, :J. l—adt sont a termes réels positifs. D’ou :
n-lt

n
01 1 1 ] n'“
e Sia<l,ona: ) — —dt et —adtz[—t“’} ~ .
klk n—>+oo J1 I -« 1n—>+oo1_a
n nlfa
Donc — ~
;kawml o
1
e Sia=1,ona Z— ~ Inn
kzlkn—w-m
1 +oo |
e Si a>1, les séries convergent, et Z —dt

Pt k% n—stoo dnti @

- |1 1

Donc X T ai-
Sk o (a=n™

IV Comparaison d’une série et d’une intégrale
A) Cas d’une fonction positive décroissante

Soit f: [0,+oo[ — R une fonction continue par morceaux, positive et décroissante.

On veut comparer la nature de la série z f(n) etdel’intégrale J:m f(de.

n=l1

On pose, pour tout ne N*, w, = Jj_l f(@®dt—f(n).
Pour ne N*,ona f(n)< jl f)dt< f(n-1)
Donc 0<w, < f(n=1)—f(n).

La série an est donc a termes positifs, et S (w) = Zwk <N (fk=1)—- f(k))

nzl1 k=1 k=1

Soit §,(w)< f(0)=f(n) < f(0)
Donc z w, converge, et de plus Zn: w, = J.On f(tdt— i f(n).

n=1

D’ou le théoréme :
Soit f:[0,+e[ - R une fonction continue par morceaux, positive et décroissante.
Alors :

(1) La série de terme général w, = jn_l f()dt— f(n) (définie pour n >1) converge.
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(2) La série z £(n) converge si et seulement si / est intégrable sur [0,4+oo] (c'est-

n=0

a-dire que la suite ( J0n| f (t)|dtj converge), et dans ce cas :

neN

S, =] rwa-3 s

B) Cas d’une fonction de classe C',

Soit f :[O,+oo[—>R une fonction de classe C' telle que f” soit intégrable sur

[0, 4] .
Posons, pour ne N*, w, = r_lf(t)dt—f(n)-
On a alors :

w,=lt=n+D @b [ (=n+Df Odi=f==[" @=n+1) @di

n

Donc |wn| < J. _1|f'(t)|dt

Et i|wk| < j0"| f(0dr < j0+°"| 1@t

Donc la série z w, est absolument convergente.
n=1
D’ou le théoréme :
Soit f :[0,+oo[—>R une fonction de classe C' telle que f” soit intégrable sur
[O,+oo[. Alors :

(1) La série de terme général w, = J.n_l f()dt— f(n) (définie pour ne N*)
converge absolument.
(2) Si de plus fest intégrable sur [0,+oo[, alors la série Z f(n) converge, et dans

n=0

ce cas fwn = j(:‘” f(t)dt—f f(n)

C) Exemple : la constante d’Euler

Soit f: [0,+oo[ — R, positive, continue et décroissante.

>t

1+¢
Alors la série de terme général w, = J ' Lclt—L
n1]+¢ l+n

n+l

2 no 1 | 1
Et w,=| —dt— ) —=In(n+1)— Y —+1.
kZ::‘ b4 Z‘Hk (n+1) Z‘k

On pose alors y=1- z w,

k=1
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Ona 0<) w, < f(0)=1

k=1

Donc ye [0;1], et:

n

Z%:Inn+7/+o(l).

k=1

Valeur approchée : ¥ =0,577.

V_Exemples de séries semi-convergentes
A) Cas des séries alternées — critere de Leibniz

Définition :
On appelle série alternée toute série Zun a termes dans K telle que (—1)"u, soit

n=0

de signe constant.
Si ce signe est positif, on a Vrne N,u, =(-1)"

Vne N,u, =(-1)""

u,|, et si ce signe est négatif, on a

un

Théoréme (critére spécial des séries alternées) :
Soit Zun une série alternée.

n=0

Si la suite (]un|) est décroissante de limite nulle, alors la série converge.

neN

Démonstration :
On suppose par exemple que Vne N,(-1)"u, 20.

On étudie la suite S, = Zuk ,ouplutdt (S,,),.x €t (S5,1)cw :

k=0

S, =S = Uy Uy, = |”2n+1 _|u2n+2| 20.
Donc (S,,),.y €st décroissante.
¢ S Sy = Uy Uy = |u2n+3| _|u2n+2| <0.

Donc (S,,,,),.y €st croissante.

® SZn - S2n+l = _u2n+1 = |u2n+1
Donc Vne N, S, 285, .,,¢et S,, —S,,,——0.

2n+1 N—>+o0

Les deux suites sont donc adjacentes, et convergent vers une méme limite S.
Donc (S,),.y converge vers S.

Exemple :

_ 1\
La série Z( D

nx1 n

converge.

Information sur la convergence de Zun (toujours avec (—1)"u, 20):

n=0

<S§<S,, ,donc Vne N,Se|(s,,S,,,)]

no

e Vnel,S, .,
([(x, »)] signifie [min(x, y), max(x, »)])
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* VneNl, Rn|=|S_Sn|S|Sn _Sn+1| S'“
® 8§28 =[uy|—|u|>0.Donc S est du signe de u,.

(Dans le cas d’une série tronquée, S est du signe du premier terme)

n+l|

Remarque :
La réciproque du théoréme est fausse :

ﬁsin50[2]
YT - Lsin=102]

Zun est absolument convergente, mais ne vérifie pas le critere de Leibniz.

nx1

B) Exemples d’utilisation de groupements de termes

Exemple 1 :
. - -
Soit Zun avec u, D ouze C\7Z .
"0 n+z
Méthode 1 :
Onnote U, = Zuk .Pour ne N, onpose v, =u,, +u,, ..
k=0
1 1
Alors v, = - =
2n+z 2n+l+z (2n+z2)2n+1+z)
. 1
Ainsi, vn| MiywcE donc Zvn est absolument convergente.
n—teo 4m >0
n +o0
Soit V, :ka et V:Zvn
k=0 n=0
Alors V, =U,,,,,donc U,,,, ——=——V

De plus, U,, =U,,,; —u,,,, 44

n—>+oo

Donc (U,),.y converge.

Méthode 2 :

On note pour ne N, w, =u, +u,,, .

S S
_2 .

Alors = ~
\(n+2)(n+14z)|>=n

Wn

Donc ZWW converge, disons vers W.

n=0

n n
Pour ne N,ona w, :z(uk +uk+1)=22uk —u,+u,,

k=0 k=0
Donc U, :%(Wn +u,—u,,), et UnHT)%(W+uO).
Exemple 2 :
. : (271' j 1
Soit Zun ou u, =cos| —n |[X—.
n=1 3 n
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(uj {lsinEO[.’)]
Ona: cos ?n =

5 sinon

On pose alors v, =u,, +u,,,, +u,,,., pour n>1
Ainsi,

112 12 1 (1 /2 1/2 J

- 1 2
1+5- I+3

)

Donc ZVW converge, et on vérifie qu’alors Zun converge...

n=0 n=0

C) Exploitation de développements limités

Exemple 1 :
Zun ou u, = ), ,ze C\Z™.
n>0 n+z
Rappel :
Pour une variable complexe u,
2
L=1—u+ 0 (|u|) (en effet, L:1—u+ “ )
I+u u=0 I1+u I+u
Donc u, = ) ( ! J: ) (1+ 0 (5)):—(_1) + 0 (izj
n 1+i n n—>+oo n n—+eo\

- -1)" oy o o .
Or, la série zu converge (critetre de Leibniz), ainsi que la série
n=0 n

Zun _&h (Domination)
n=0 n

Donc Zun converge.

n=0

Exemple 2 :
=" ="
————.Onpose u, =————.
Sn+ (=) i+ (=)™
Déja, pour n>1, Jn > (=1)", donc (u,),. st bien définie.
Pour n>1,0na:

ey ey ey (1
S [1+<”J Jn (H Jn +O(nD

T

CRNED
n n

n
. . 1 . .
Donc Zun diverge (car sinon Z— convergerait aussi)

nx1 nx1
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. -1)"
Attention : on a pourtant u, ~ ),

nsie [

En général, si on a deux suites u et v telles que |un| ~

, terme général d’une série convergente.

v,| et |v,| est décroissante, on

n

n’a pas pour autant |un| décroissante, méme a partir d’un certain rang.

D) Transformation d’Abel (hors—programme)

Idée : Intégration par parties discrete.
On cherche a calculer z ab,

On pose B, =Zbk .
k=0
Pour ne N et p=2n+1,0na:

»
Zak ZakB Zak -1 ZakB Zakﬂ

k=n+1 k=n+l1 k=n+1 k=n+1

14
:Z(ak—ak+1)B -a,,B,+a,,B,

n+l p+l
k=n+l1

P
= [ap+pr _an+1Bn]_ Z(ak-H _ak )Bk

k=n+1

Application : Théoréme d’Abel.
Soit (a,),,, une suite réelle décroissante de limite nulle, et (b,),., une suite de K

telle que (z bkj soit bornée. Alors la série Zakbk converge.
k=0

n=0 k=0

Démonstration :
On va vérifier le critére de Cauchy.

Posons B, =Zbk , <M.
k=0

Alors, pour ne N et pe N :

n+p
Zakbk - an+p+an+p n+1 Z|ak+l ak||B|
k=n k=n+1
n+p
<(a Ayipr +a, )M+M Zak A
k=n+1
Sp " Apiprl

C'est-a-dire |Rn! p| <2Ma,,,

Or, lim a, =0, donc pour tout € >0, il existe n,€ N tel que Vn=>n,,2Ma,,, <&€.

n+l
n—>+oo

Donc, si n>n, etpour pe N,

Rn’p|£€.

Donc Zakbk converge.

k=0
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On pouvait aussi simplement remarquer que, pour tout pe N :

» p
Zakb =a,,B,—aB,+ Z(ak —a;,,)B;
=1 k=1

:0('11,\, —day,; ) terme général
d'une série convergente

VI Application
A) Développement décimal d’un réel

Définition :
Soit xe R*.

On appelle développement décimal de x toute suite (d,),. telle que :

(1) dye N et Vn21,d, € [09]

071 -
Remarque :
Si (d,),ex 1‘5) <
Existence :

d,=u
On pose, pour ne N, u, = E(10"x), et o0
Vne N*d =u,—10u,_,

Alors :

(1) VhneN, d e N ...

Pour ne N*, u, <10"x<u, +1,
Soit 10u, <10™'x <10u, +10
Donc 10u, <u,,, <10u, +9.
D’ou 0<d,,, <9.

(2) Montrons par récurrence que u, = »_d, 10"
k=0

-u,=d,.
-Siu, =de10”"‘ pour ne N, alors :

n+l

+102d 10" =d, +Zd10”“" Zd 10"

n+1

Ce qui acheve 1a récurrence.

Or, ona unSIO"x<un+1,doncu—”Sx< S ! , Soit x —
10" 10" 10" 10”

= d
D’ou x= Z—"k d’apres le théoréeme des gendarmes.
k=0

d
DI
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Définition :

. L et _ a
On dit que xe R est décimal s’il existe (a,n)e ZxXN tel que x =

P

Etude de I'unicité :
Soit xe R" admettant deux développements décimaux (d, ), . et (e,),x -

Soit p=min{ne N,d, # en}. On va supposer par exemple que d, <e, .

< dﬂ _+Do en
Ona x—;w—;lon

Donc ZIO” Z On,souz o"P_Z 0

Donc d , + =e +
Z p+110n V4 p Z 1071 V4 (E)

n=p+1

Or, Y d"_ < 9_ _ /10 =1, et Z >0,etd, <e,—1.
w1077 =107 1-1/10 n:leO” r
D’aprés 1’égalité (E), ces trois inégalités sont des égalités.

d,=9

Donc e, =d, +1, et Vn>p+l{ —o°

+oo
- e " .
En particulier, x =) —" est décimal, et on écrit :
n=0

x=d,,d,..d,99...
x=d,,d,...e,00..

Réciproquement, tout nombre décimal admet exactement deux développements
décimaux.

Définition :

On appelle développement décimal propre de xe R* son unique développement
décimal qui n’est pas stationnaire a 9.

Remarque :

Si x admet un développement décimal stationnaire a 9, alors x est décimal.

Formule de Stirling :

On cherche un développement asymptotique de Inn!= z Ink .
k=2

On considére la fonction f: [1,+oo[% R .
t—Int

C’est une fonction de classe C' (méme C~), mais f* n’est pas intégrable sur
[1,+oo[. On pose w, = 'fn_lf(t)dt—f(n) pour n=2.
Ona: Y w, =|'Intdt=) Ink=nlnn—n+1-Inn!.
k=2 k=2

Par ailleurs, en faisant une intégration par parties :

w,=lt=n+D O =" (1=t D @Odt = f ()
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=—j” (n—t+1) f'(t)dt

[(t n+1)° o (t)} +Ln_1 (t—n2+ 1)? i

2

_ _ 2
:_i+_J. Mdz
2

2n n-l1 t
_ 2
On pose xnz_[ wm
1

Alors 0<x, < —dt_—,donc X converge.

n— lt (n_1)2 ; n g
Ainsi,
% 1 1
R PRy R b Y
k=2 k= k k=2 2 kl

:‘71(1nn+y—1+o(1)+ixk+o(1)j

Donc nlnn—n+1—lnn!:_71(lnn+}/—1+Zxk +0(1)J

k=2
y 1 1&
Onpose K=1+=——+—> x, .
P 2 2 2;"

Donc lnn!znlnn—n+%lnn+K+o(1)

Soit : n! ~ —\/_e

n—s-+oo e

Calcul de e* : On pose, pour ne N, I, = stin” xdx .
Alors, pour n>2,

I, = JOZ sin” xdx = [~ cosxsin™ x [ +(n— I)JO2 cos” xsin"" xdx

=0+ (n=1)[ sin"? xdv—(n =1 sin" xdv=(n =11, , ~ (1=,
1

n
Donc I, = Tln_z

@en z _2"(n)’
22" (n!)? 5 & (2n+1)!

On montre par récurrence que Vne N, /,, =

2n 2n

( 2?1 N2ne*

. e T T
Ainsi, [, ~ ———— ~

n—s+oo . 0" . 2 9 nostoo e5\2n
27 —Alne
e

n 2
22n{nn /neKj . B

e e e
Et I ~ ~ ~

2n+1 2n+1 2n+l [
n—>+oo 2 +1 n—>+oo n—>+oo
@n+)™ N2n+1e® (1 + le 2\/5 2N2n

2n+l
e n
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Or, la suite (/,),.y est décroissante. Donc [, =1, 21, .,, donc

T e*

e“\2n . 2@ ’

c'est-a-dire ¢** =27, 0ou e =27

. nY
Ainsi, (n! ~ 271'.11(—) .

n—rtoo

1 /37 237
B) Espaces I'(K) et ! (‘K).

Théoréme, définition :
On note /'(K) I’ensemble des suites (u,),.y€ K" telles que la séric ) |u,|

n=0

converge. Alors /' (K) estun K-ev.

Si de plus onnote N, :I'(K) >R ,alors N, est une norme sur le K-ev /' (K).

oo
u|—>z
n=0

un

Démonstration :

Déja, I'(K)c K" et 0e /'(K), donc ['(K) =D .
Soient maintenant A€ K, u,ve I'(K).

Alors, pour tout ne N,

n

Z"h’k +v,|< |/1|Z|uk|+2|vk| <|AN, () + N, ().
k=0 k=0

k=0

Donc ZMun +v,

n=0

De plus, N,(Au) =+2w|/1uk| =|1|N1(u), et N,(u+v) =+2w|uk +vk| <N, (u)+N,(v).
k=0 k=0

converge, donc Au+ve ['(K).

Donc ['(K) est un sous-espace vectoriel de K", et de plus on a clairement
Vuel'(K),N,(u)>0.
Soit maintenant u € I' (&), supposons que N,(u)=0.

Alors Vne N,u, =0, donc N, est une norme sur /'(K).

Théoréme, définition :

On note /*(K) I’ensemble des suites u de K" telles que )

n=0

2 .
u,| soitconvergente.

Alors [*(K) est un K-ev.
On note <|> P(R)XP(K) > K
(u’V)HZL_lﬂVﬂ
n=0

Alors (-|-) est un produit scalaire, et on note N, sa norme euclidienne associce.

(On verra plus tard ce qu’est un produit scalaire sur un C-ev)
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Démonstration (avec K =R pour le produit scalaire) :
e Déja, I’(K) est une partie non vide de K" .

e Soient Ae K,ue I’(K). Alors clairement Z:|/1un|2 converge.

n=0

e Soient u,ve I*(K).

Alors Vne W,

Donc Z

n20

un+vn|2S|un|2+2 '<2 2+2|vn|2

+

u

n

u,|v,|+|v

n

2
u,+v,

e Ainsi, /*(K) est un sous-espace vectoriel de K"

e De plus, I’application <| > est bien définie et est un produit scalaire :
Soient u,ve I*(R).

Alors Zﬁnvn converge :

n20

Zn:|b7kvk| Sli:|uk|2 4—12}1:|vk|2 (car pour (a, B)e R*, off <L(a’ + %))
k=0 2k:0 2k:0

A 1 & 1 &
Soit Z|ukvk| < —Z:|u,{|2 +_Z|Vk|2

k=0 2 k=0 2 k=0
D’ou la convergence. De plus, <u|v> < %<u|u> +%<v|v> <L(N,(u)* +N,(v)*)

+oo oo
Elle est symétrique : Zunvn = Zvnun

k=0 k=0

+o0 +oo +oo
Linéaire par rapport a la premiére variable : z (Au, +v,)w, = lz u,w, + z v, W,
k=0 k=0 k=0

oo
Positive : ) u> >0.

k=0

oo
Définie positive : D u? =0=>Vne N,u, =0.
k=0

Vocabulaire :
N, s’appelle la norme de la convergence en moyenne

N, s’appelle la norme de la convergence en moyenne quadratique.
L’espace I'(K) est appelé I’espace des suites sommables

L’espace />(K) est appelé I’espace des suites de carré sommable

VII Familles sommables

Probléme :
Soit / un ensemble, (¢,),., une famille d’éléments de K.

Comment définir Z o, avec de bonnes propriétés ?

iel
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A) Famille de réels positifs

Définition (sommabilité) :
Soit / un ensemble, et (@), une famille de réels positifs. On note P, (/)
’ensemble des parties finies de /, et, pour J € P,(1), s,() = Zai .
ieJ
On dit que la famille (¢,),., est sommable lorsque {s., (a),Je P,(I )} est majore, et

on pose alors s, (&) = Zai = sup s,(@)
iel JeP,(I)

Si (@,),., n’est pas sommable, on pose alors Z‘%— =+oo,
iel
Définition :
On appelle support de (e.)._, I’ensemble supp(a) ={ie I,a, #0}.

Théoréme :
Si (¢,),., estune famille de réels positifs, alors :

(@), est sommable si et seulement si (¢,)

dYa= Da.

iel iesupp (&)

iesupp(a) St sommable, et dans ce cas,

Démonstration :
Si (@), est sommable, de somme S, alors pour tout J € P, (supp()), J est aussi
une partie finie de 7, donc s, () = Zal. <S.
ieJ
D’ou la sommabilité de (,) et > @ <S.
iesupp(a)
est sommable, de somme S.

iesupp(a) °

Supposons maintenant que (&, ),cqupp(a)

Pour J c I fini, J Nsupp(ex) est finie, et :

20= Yo+ YYo= >a

ieJ ieJnsupp()  ieJ\supp(e)  ieJNsupp(a)
Donc VJe P,(I),) o< D =8
ieJ iesupp(a)
Donc (@,),., est sommable, et Zai = sup Za’i <S.
iel JEP/(I) ieJ
Théoréme :

Si (@,),.,; est sommable, alors supp() est un ensemble au plus dénombrable.

Démonstration :

Pour ne N, on pose J, ={ie Lo, >;—n} ou S est la somme de (o)

iel *
Alors pour tout ne N, J, est une partie finie de /, et #J, <2".
En effet, dans le cas contraire, J, contiendrais une partie K de cardinal 2", et on

n

. S . .
aurait Zal. >2".— =75, ce qui est impossible car S = sup Zal. .
% 2 JeP, (1) a7
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. . S
De plus, pour ie I, si &, >0, alors il existe ne N tel que ¢, > 2—n

Donc supp(a) = UJ,, , donc supp(@) est au plus dénombrable.

neN

Remarque :
En pratique, on aura alors / =N ou Z ou N”.

B) Familles dénombrables de réels positifs

Théoreme :
Soient / un ensemble dénombrable, («,),, une famille de réels positifs, (J,),.x
une suite croissante de parties finies de / telles que / = UJn (onnotera J, T 1)
neN
Alors (@), est sommable si et seulement si (s, (@)),.y admet une limite, auquel

cas Za@ = lim Za@ .

- n—>+oo ?
iel ieJ,

Démonstration :
Si ) @, =8 <+, alors, pour ne N, s, (@)<S.
el

De plus, comme J, cJ

s ona s, (@) <s; (a).Donc la suite (s, (@)),.y est

croissante et majorée, donc converge et lim Za’i <S

n—>oo 4
ieJ,

Supposons maintenant que (s, (&)),.y admet une limite L.

Montrons déja un lemme :
Soit K'e P, (1), alors il existe ne N tel que K < J, .

En effet, pour tout i€ K, comme [ = UJn , il existe n,e N tel que ie J, .

neN

Posons alors n =maxn, . Pour tout ie K, onaalors n, <n,donc ie J, CJ,.
ieK !

Donc K J,.
Maintenant :
Soit K'e P,(1). Il existe alors ne N tel que K = J,, etonaalors s, () <s, ().

Comme (s, (@)),. converge,ona sg(a)<L,et sup sg(a)<L<+oo,
KeP(I)

Donc (¢,),., est sommable, et Z‘%— <L.

iel

Théoréme :
Soit (), , une famille dénombrable de réels positifs, et ¢ : N — I une bijection.

Alors (e;),., est sommable si et seulement si la série Zam) converge, auquel

n=0
40
cas Za’i = Za’w(n) .

iel n=0
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Démonstration :
On applique le théoréme précédent avec J, = {q)(k),ke HO,n

I

On a alors I’équivalence :

(@), est sommable < (Z aij est majorée
neN

ieJ,

n
& (z aw(k)j est majorce
k=0

neN

= Zaw(n) converge.

n=0

n +oo
Auquel cas Zai = }EEQZ%W = Za’q,(n) .
k=0

iel n=0

Corollaire :
Soit Zan une série a termes positifs, et ¢ : N — IN une permutation de IN.

n=0

Alors Zan converge si et seulement si Z%(n) converge, et dans ce cas :

n=0 n=0

+oo oo
2.%,=D Ay =20
n=0 n=0

neN

Théoréme :
Si (@,),, est une famille sommable, et si J est une partie de /, alors («,),, est

sommable, et Zai < Zafl. .

ieJ iel
Démonstration :
Pour tout Ke P;(J), on a Ke P,(I), donc Zai SZ“:' , puis en passant a la

ieK iel
borne supérieure, Zai < Zal. .

ieJ iel

C) Familles sommables de R ou C.

On note ici K=R ou C.
Définition :
Soit (u,),., une famille d’¢léments de . On dit que cette famille est sommable
lorsque ) _[u,| < +eo.
iel
Remarque :
La famille ()., est alors a support au plus dénombrable, on supposera donc /

~ dénombrable.

Théoréme, définition :
Soit (u,),., une famille sommable de K. Soit (J,),.y une suite de parties finies de

Itelle que J, T 1. Alors :

(1) La suite (s, (u)),.y est convergente.
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(2) Sa limite ne dépend pas du choix de la suite (J,),., on la note Zu ;-

iel
2| <D fu

iel iel

(3) On a de plus

Démonstration :
(1) Comme / est sommable, (|ui

),.; est sommable dans R™.
Donc la suite (s, (|u|))nEN converge, et est alors de Cauchy :
Soit £>0. Il existe n,€ N tel que Vn2n,,Vpe N,s, (|u|)—sJ (|u|) <e.

Soient donc n>n, et pe N :

s;,., W=s, (u)|= D= ul=| DulcarJ, cJ,,,

icJ ieJ, ied,, ,\J,

n+p n+p n

(|u|) -s; (|u|) <e

< |ul| =s
i€,y \J

ntp

Donc la suite (s, (1)), est de Cauchy, donc converge.

J| n+p

(2) Soit (K,),.,y une autre suite de parties finies telle que K, T17.
Onnote S = lim s, (u) ; montrons que s, (u) —=-—S.

n—>4oo =t

Soit £>0,et n,e N tel que Vn=n,,Vpe N,SJW (|u|) -5, (|u|) <<

En particulier (calcul précédent), Va > n,,

S—sjn(u)|S§.
D’aprés le lemme vu au sous—paragraphe précédent, il existe n,e€ N tel que
Vnzn,J, cK,.

De plus, pour n2n,, il existe pe N tel que K, < J, ,,

5, @8] Yhl+s< Thf+sse

i€k, \J,, ieJ i p\J

Dot |s, (u)—S|< |SK” w)-s,, (u)| +

o
Ainsi, on a trouvé n € N tel que Vn > n1|51< (u)— S| <e

(3) : conséquence du calcul précédent :

|s.,n (u)| <s, (|u|) et, par passage a la limite,

Sy

iel

SZ|“:‘|

iel

Théoreme :
Soit (u,),., une famille dénombrable de ¥, et ¢ : N — / une bijection.

Alors (u,),., est sommable si et seulement si Zu o €St absolument convergente,

n=0

+oco
. _
et sic’est le cas, Zui = Zuw) .

iel n=0

Démonstration :

I1 suffit de prendre J, = qo(HO, n ]) dans le théoréme précédent.
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Corollaire :

Si (u,),.n €st une suite de &, et si ¢ est une permutation de N, alors Z“n est

n=0

+oo +o0
convergente si et seulement si Zu o Lest, et dans ce cas, Z” o) = Z“n = Zun .

n>0 n=0 n=0 neN
Théoréme :
Toute sous-famille d’une famille sommable est sommable.
Démonstration :

Soit J </ et (u;),, sommable.
Alors (dernier théoréme du B)) :

Z|u,| < Z|u, ,donc (), , estsommable (car Z|u,| est majoré donc converge)

ieJ iel ieJ
Théoréme (sommation par paquet — hors programme) :
Soit (u,),; une famille d’¢léments de XK, et [ = UJ , une partition de / indexée
keK

par un ensemble K.

Alors (u;),., est sommable si et seulement si :

- Pourtout ke K, (u,),, estsommable.

- Et (Z|ul. )ik €St sommable,

e,
Auquel cas Zui = Z Zui .
iel keKieJ,
. . . = NXN

D) Familles sommables indexées par Z ou “ <V

Théoréme :

Soit (u,),., une famille de X.

Alors (u,),., est sommable si et seulement si les séries Zun et Zu_n sont

nz0 nz0
+oo +oo n
absolument convergentes, auquel cas Zun = Zun +Zu_n = lim Zuk .
nez n=0 n=1 e k=—n
Démonstration :

On applique le théoréme de sommation par paquets a K ={0;1}, J =N J =Z\N
D’ou on tire I’équivalence.
Attention :

n
N - s 1 =
Par exemple, (u,),., ou u, =sinn n’est pas sommable, mais Vne N, Zuk =0.
k=-n

Théoréme (Fubini) :
Soit (, ,)(, yewxy Une famille de K. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) (@) (s ey €St SOMmable
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(2) Pour tout ne N, la série Zun’p est absolument convergente, et, en posant

p20
400
S, =Y.
p=0
(3) Pour tout pe N, la série Zun! , est absolument convergente, et, en posant
, la série ZO'p est convergente.

n=0
+oo
,=2,
n=0 p=0

De plus, si ces propositions sont vérifiées, Zu” = i(i un’pJ = i(i un!pj .

(n,p)eNXN n=0\_p=0 p=0\n=0

, la série ZSn est convergente.

n=0

U, p

u’l,P

Démonstration :
C’est un cas particulier du théoréme de sommation par paquets.

Exemple d’application :

. 1 < 1 .
Pour a >1, la série Z—a converge, et on pose &(a) = Z—a (fonction Zéta de

nx1 n=1

Riemann). Pour p>2, on pose u, = E(p)—1. La série Zup converge t’elle ?
p22

Etude :

Si la série converge, alors la famille (ij est sommable.
n n=2
p=2
On peut donc appliquer le théoréme de Fubini :

& S 1 Y| = 1/n? <1 1
S -S(En ]SS ik 1

p=2\n=2 n=2\_p=2 n=2 1-1 / n n=2 N -1 n

Maintenant :

L . 1 - 1
Pour tout n > 2, la série de terme général — converge, et Z— =,
n? mn’ n(n-1)

1
De plus, » ——— converge vers 1.
Plus 2y SO

\ - (1
Donc d’aprés le théoréme de Fubini, (—p) est sommable, et les calculs vus
n n=2
p=2

dans I’é¢tude on bien un sens ; donc la série Z &(p)—1 est convergente.
p22

E) Produit de Cauchy

Définition :
Soient u,ve K" . On appelle produit de Cauchy de u et v la suite w définie par :

n
Vne N,w, :Zukvn_k = Zupvq
k=0

p+tg=n
(p.g)eN?

On note alors w=u*v.
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n=0

Théoreme :
Soient Zun et ZVW deux séries absolument convergentes. Alors la série

n=0 n=0

Z (u*v), estabsolument convergente, et :

S, {gunj(gvnj oS Sun [ZJ(ZJ

n=0 p+q=n p=0 q=0
(p.q)EN?
Démonstration :
On ¢étudie la sommabilité de (u,v,), .y :
PEN

+oo0 +o0
e Pour pe N, Zupvq est absolument convergente, et Z‘upvq‘ :‘”p‘Z‘Vq"
q=0 q=0 q=0

400 400 400
De plus, la série ZU”AZMO est convergente, de somme Z|up|><2|vq|
q=0 p=0 q=0

p=20
Ainsi, d’aprés le théoréme de Fubini, on a :

too [ 4oo +o0 +o0 +o0 +o0
IR A D S 3 by
(p.q)eN? p=0\_¢=0 p=0 q=0 q=0 =0
e (Calculons maintenant cette somme au moyen de la suite (J,),_ de parties
finies de N* définie par J, = {(p,q)e N’ p+g< n}. Onaalors J, TIN?.
oo

Donc ZuZ v, _nlgﬁo Zu v _nlgP(z Zupvquz(u*v)n

(p,q)EN P.qES, k=0 p+q=k n=0
Donc déja Z(u *V), converge.

n=0

e Par le méme raisonnement, on a

vq‘:limz Z\ \> |(u*v)|

) n—>+oo
(p,q)EN” 0 p+q=k
%/—/

fini

Donc Z (u*v), estabsolument convergente.

n20

Exemple : exp:(C,+) — (C*X) est un morphisme de groupes :

OB %

n=0
e Soient a,be C.

n n
fo . a b
Les séries Zun et Zvn ou u, =— et v, =— sont absolument convergentes.

! !
n=0 n=0 n. n.

Donc Zw ou w=u*v est absolument convergente, et ZW —(Zu j{Zvnj

n=0 n=0 n=0
n k bnfk n

Or, pour ne Nyw = » — Cra"b"™* =—(a+b)".
P B (n—k)! kz(; !( )

Donc par passage a la limite, exp(a+ b) = exp(a)xexp(b) .
e De plus, pour ae C,ona:

exp(a)xexp(— a) = exp(O) =1, donc exp(a)#0.

Ainsi, exp(C) c C*, et exp est bien un morphisme.
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