Chapitre 3 : Topologie des espaces vectoriels
normeés

I Compléments sur les normes

Rappel :

Si E estun evn, alors N: E — R est une norme lorsque :
(1) Vxe E,N(x) =0

2)Vxe E,N(x)=0=x=0
(3)Vxe E,VAe K,N(Ax)=|AN(x)
(DHV(x,y)e E*,N(x+y) < N(x)+ N(»)

Exemple :
Soit (£,N) un evn, et X un ensemble. On note B(X,E) I’ensemble des applications
bornées de X dans F :
B(X,E)={fe EX,3M >0,Vxe X,|f(x)|< M}
Alors ’application N_:B(X,E) > R est une norme sur B(X,E).
Jiosup| £ ()|

xeX

Démonstration :

() Vfe B(X,E),N_(f)=0

(2)Vfe B(X,E),N_(f)=0= f=0

(3) Soient e B(X,E), Ae K :

Vxe X, |4 )| =4/ )

Donc N_(4)=|AN_(f)

(4) Soient f,ge B(X,E)

e X[ 00+ g0 <00 < sl +supl (o] < N1+ N ()

Donc N_(f+g)<N_(f)+N_(g).

A) Norme d’algébre

Définition :

Soit (A4,+,%,-) une K-algébre. On appelle norme d’algébre sur 4 toute norme N sur
le K-ev A qui vérifie de plus :

(5) V(x,y)e 4’ N(xxy) S N(x)N(»)

On dit alors que (4, N) est une algébre normée.
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Rappel :

On appelle K-algebre tout K-ev (A4,+,) muni de plus d’'une loi de composition
interne X vérifiant :

- X est distributive sur +

- X est associative

-V(x,y)e A2 VAe K, A-(xp)=(A-x)xy=xx(A-y)
On dit que A4 est unitaire lorsqu’il existe une unité e, ¢lément neutre pour X :
Vxe A,exx=xXe=x.

Exemple :

- M, (K) est une K-algebre unitaire (d’unité /)

- Si E est un K-ev, (L(E),+,0) est une K-algebre unitaire d’unité Id,
- © est une R-algebre unitaire.

Remarque :
Si A4 est un algebre unitaire non nulle, alors N(e)>1

En effet, ona alors e# 0, et N(e) < N(e)XN(e) donc 1< N(e).

On appelle norme d’algébre unitaire sur 4 toute norme d’algébre N qui vérifie de
plus N(e)=1.

Exemple :
Soit X un ensemble, et B(X,K) D’algébre des fonctions bornées de X dans K

(pour la multiplication usuelle). Alors N_ est une norme d’algebre :
Soit (f,g)e B(X,K)?
Alors Vxe X,|f(x)g()] =]/ (1)]g(0)| € N.(/IN..(2)
Dot N (fg) < N..(/IN..(g)

Théoréme :
Soit (4, N) une K-algebre normée, u et v deux suites de 4.

Si u admet une limite ae 4 et v une limite be 4, alors (u,v,),. converge, de

limite ab.

Démonstration :
u,——=—a et v,————b, donc u et v sont bornées, disons par M >0.

Par ailleurs, pour £ >0, il existe n,e€ N tel que
N@u,—a)< £
Vn>n,, 2£4 .De plus, N(a)<M et NB)<SM .
N@y,-b)s—
2M
Donc, pour n2>n, :
N@u,v,—ab)<N(u,v,—u,b)+ N(u,b—ab)
<N(u,)N(v,—b)+ N(u,—a)N(b)

<M im-t <e
oM oM

D’ou la convergence et la limite.
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B) Sous-espaces, produits cartésiens

Proposition, définition :
Soit " un sous-espace vectoriel d’un evn (£, N). Alors la restriction N, est une
norme sur £, appelée norme induite sur F.

Théoréme :
Soit (E,N) un evn, F un espace vectoriel, et j: F — E une application linéaire

injective. Alors No j: F — R est une norme sur F.

Démonstration :
(1) Vxe F,(No j)(x)=N(j(x))20

(3)Vxe F,¥Ae K (N o j)(A) = N(L.j(x)) = AN () =[N o j)(x)
(HV(x,p)€ F*,(No j)x+y)=NGx)+j(r) < (N o j)x)+(Noj)y)
(2) Soit xe F, supposons que (No j)(x)=0.

Alors N(j(x))=0, donc j(x)=0,donc x=0.

Définition :
Soient (E,N) et (F N') deux evn.
Alors N, :ExXF — et N :EXF—>R sont deux normes

(x ,y)'—>N (X)+N'(y) " () max(N(x),N'(y))
sur EXF . On les appelle normes produits.

C) Normes euclidiennes

Rappel :
On appelle produit scalaire sur un R-ev E toute application ¢:EXE — R

bilinéaire, symétrique et définie—positive.

Définition :

Soit £ un C-ev. On appelle produit scalaire sur £ toute application ¢: EXE — C
sesquilinéaire (« llnealre 1 fois et demi), hermitienne et définie—positive, c'est-a-dire :

(1) Y(x,y,2)€ E* V(4 1) € C,(x, Ly +1.2) = Ap(x,y) + ug(x, z)

OAx+11.y,2) =1 o(x,z)+ He(y,z) (semi-linéaire & gauche)

(2) V(x,y)e E*,p(x,y) = @(y,x) (hermitienne)

(3) Vxe E,p(x,x)=20

4) Vxe E,p(x,x)=0=x=0

Remarque : (3) a bien un sens car ¢(x,x)=@(x,x)e R.

Définition :
On appelle espace préhilbertien (réel ou complexe) tout K-ev muni d’un produit
scalaire (sur =R ou C)
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Proposition (Cauchy—Schwarz) :
Si ¢ est un produit scalaire sur le K-ev E, alors :

V(x,y)e EL|o(x, ») < o(x,x)9(y, y)

Démonstration :
Voir cours sur les espaces préhilbertiens.

Théoréme :

Si @ est un produit scalaire sur le K-ev E, alors N:E - R est une norme
X4/ 9(x, x)

sur E, appelée norme euclidienne associée a ¢ .

Démonstration :

(1) Vxe E,N(x) =0

2)Vxe E,N(x)=0=>x=0

(3)VAie K,Vxe E,p(Ax,A.x) = A.op(Ax,x) = A o(x,x) = |ﬂp|2 o(x,x)
Donc N(A.x)= |/1|N (%)

(4) pour (x,y)€ E*, ona: @(x+y,x+y)=@(x,x)+2Re((x, )+ @(1, )
D’apres la proposition de Cauchy—Schwarz, on a alors :

P(x+y,x+y) < @(x,x) + 24 @(x, )P(y, y) + (¥, )
C'est-a-dire N(x+y)> < N(x)*+2N(»)N(x)+N(»)* = (N(x)+ N(»))*
D’ou N(x+y)SN(Xx)+N(p).

Exemples :
-E=C", p:EXE—>T
P
(x’y)HZ)_Ciyi
i=1
- E=I*(C), ¢p:EXE -0
W)=y iy,
n=0
-E=M (R), p:EXE— R
(A4,B)—=Tr('4B)

D) Comparaison des normes

Probleme :
Soit E un espace vectoriel muni de deux normes »N,, N,. On a donc deux espaces

vectoriels normés (E,N,) et (E,N,).
A quelle condition une suite de £ qui converge dans (E,N,) converge t’elle dans
(E,N,) etréciproquement ?

Théoréme :
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite convergente dans (£, N,)

soit convergente dans (£, N,) est qu’il existe k£ >0 tel que N, <kN,.
On dit alors que N, est plus fine que N, , et onnote N, <N, .
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Démonstration :
Condition suffisante :

Soit k>0 tel que N, <kN, et (u,),.y une suite de £ telle que u —z-~5—I€ E.

Montrons qu’alors u W! .
»4V2

. . £
Pour tout £>0, il existe n,e N tel que n=n, = N,(u, 1) Sz

Donc, pour n>n,, N,(u,—1)<kN,(u,—[)<&
Condition nécessaire :
Supposons que non(3k >0, N, <kN))

Alors, pour tout ne N, il existe x, € E tel que N,(x,)>3"N,(x,) (et x, #0)
xn

N2 (xn)

Alors la suite (y,),.y converge dans (E,N,) car:

Posons alors y, =

Vne N,Nl(yn):Z—Nl(xn)<2—%nx”):(gj
NZ('xn) NZ('xn) 3 3

Et elle ne converge pas dans (E,N,) :

n

NZ (xn )
Donc N,(y,) = +eo, et (¥,),.y D’est pas bornée, don non convergente.

Ny (y,) = Ny (x,)=2"

L’ensemble des normes sur £ est « presque » ordonné par la relation < (relation
de préordre), c'est-a-dire qu’elle est :
- Réflexive N <N

.. N/ <N,
- Transitive = N, <N,

2 = 3
On définit la relation d’équivalence des normes par :
N, ~N, & N, <N,etN, <N,
2

*
< I(k,k')e R, kN, <N, <Kk'N,
Deux normes équivalentes définissent les mémes notions de convergence de suites.

Exemple :

e E=R’ normes N,N,,N_..Ona N,~N,~N_.

En effet :

- Nl(x,y)2 :(Ix|+|y|)2 =x’ +2|x||y|+y2 <x? +(x2 +)/2)+)/2

Donc N, (x,y) < \/E\Ixz +y’ = \/ENZ (x,»), c'est-a-dire N, <N,

- N,(x,y)= NE'S +y2 < \/sup(]x, y|)2 +sup(]x, y|)2 <N (x,9)
Donc N_ <N,

- N.(x,3) =sup(x],[y]) <[of +[3] = N, (x. )

Donc N, <N

- Ainsi, N, < N_ < N, <N,, d’ou I’équivalence des trois normes.

Chapitre 3 : Topologie des espaces vectoriels normés
Suites et fonctions Page 5 sur 39



e [E=(C([a,b],R) munide N,,N,,N_

Ona:

N, (f)s(b—-a)N_.(f)

N,(f)s~b—aN_(f)

N,(f) = oL < Ny(DN,(f) SVb—aN,(f)

Donc N_ <N, <N,
Mais ces normes ne sont pas équivalentes :
On pose, pour ne N, f : [a,b] >R . Alors :

t—a)
x>
=)
b—a

" 1
dt=|u"(b—a)du=
j IOM (b= a)du n+l

l‘_

a
b—a

Mun=ﬁvxdﬁ=f(

’ 2 ' 2n b-
Nz(fn)=\/Lfn(t) dt=\/(b—a)ij dt:\/le

Nm(ﬁ)=?ugf,, =1

Supposons que N, < N_ . Alors il existe k>0 tel que Vfe E,N_(f)<kN,(f),
M),
N,(f)
N_(f) _~2n+l
Ny (f) b-a
De méme, N, KN, et N, KN

c'est-a-dire pour f #0

— +o0. On a donc une contradiction

Or, Vne N,

II Compléments sur la topologie élémentaire
A) Distance, espace métrique

Définition :
Soit 4 un ensemble quelconque.
On appelle distance sur 4 toute application d : Ax A — R telle que :

(1) Y(x,y)€ 4*,d(x,) >0

(Q)V(x,y)e 42,d(x,y)=0& x=y

B)V(x,y)e 4%,d(x,y)=d(y,x)

(AV(x,y,2)€ A, d(x,2)<d(x,y)+d(y,2)

On appelle espace métrique le couple (A4,d), ou d est une distance sur 4.

Exemples :

(1) Soit 4 une partie d’un espace vectoriel £.

Alors d :AXA— R estune distance sur 4.
o]

(2) Distance induite : Soit (X,d) un espace métrique, et A une partie de X. Alors

d, ., estune distance sur A4.

Chapitre 3 : Topologie des espaces vectoriels normés
Suites et fonctions Page 6 sur 39



(3) Soit 4 un ensemble.

Alors d :AXxA—->R est une distance sur A.
Osix=y

(X )>9
1sinon

(4) A=N muni de la distance induite par la valeur absolue d(n, p)= |n - p| est
un espace métrique.
(5) A=R=RUf-oo+c}. On définit d(x,y)=|th(y)—th(x)
th(4e0) =1 et th(—oo) =—1. Alors d est une distance sur R .
Rappel :
Si (4,d) est un espace métrique, on définit naturellement les notions de boule
ouverte, fermée, spheére, voisinage d’un point, d’ouvert, de fermé, d’intérieur,
d’adhérence...

, ol on a posé

Vocabulaire :

Soit (A4,d) un espace métrique, B une partie de 4 et a€ A un point adhérent a B.

On appelle voisinage de a dans B toute partie J de B qui contient I’intersection
avec B d’une boule ouverte de centre a :

VeVy,(4)<3Ir>0,BNnBla,r)ycV

Remarque :

Ici, on n’a pas nécessairement a€ J', mais les axiomes des voisinages restent
vérifiés.

En particulier, V' # & car a est adhérent a B.

Vocabulaire :
On dit qu'une propriété P est vraie « au voisinage de a » lorsqu’il existe un
voisinage ¥ de a tel que P est vraie sur V.

Exemple :
Soit ¥ < R. On dit que V est un voisinage de +oo (dans R vu comme partie de
R) lorsqu’il existe M € R tel que |M +oo[ V.

B) Applications lipschitziennes

Définition :
Soit f:A— B ou (4,d,) et (B,d,) sont des espaces métriques. On dit que f est
lipschitzienne lorsqu’il existe k >0 tel que V(x,y)e A°,d,(f(x), f () < kd ,(x,y)

Théoréme :
La composée d’applications lipschitziennes est lipschitzienne.

Démonstration :
Soient f: A — B k-lipschitzienne, et g: B — C k’-lipschitzienne.

Alors V(x,y)e 4°,dc(go f(x),g0 f(P) SK'd,(f(x), f(») SK'kd ,(x, )
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Exemples :
- Soit f:1 - R declasse C' ou / est un intervalle de R.

Alors fest lipschitzienne si et seulement si | /| est bornée.

- Soit (E,N) un evn. Alors N est 1-lipschitzienne : |N(x) - N(y)| <N(x-y)

De méme, dans (A4,d), d est 1-lipschitzienne. |d (x,y)—d(y, z)| <d(x,y) (ay fixé)

- Soit £ un K-ev, deux normes N,, N, sur E. Alors :

N, <N, &1d, :(E,N,)— (E,N,) est lipschitzienne.

Démonstration :

Si N, <N,,ilexiste £k >0 tel que N, <kN,.

Donc V(x,y)e E*,N,(Id(x) - Id(y)) < kN,(1d(x) - I1d(y)) < kN, (x — )

Réciproquement, si Id, : (£, N,) > (E,N,) est lipschitzienne, alors il existe k£ >0
tel que V(x,y)e E*,N,(Id(x)-1d(»))<kN,(x—y), et donc Vxe E,N,(x)<kN,(x)
(avec y=0), c'est-a-dire N, <N,.

C) Propriétés algébriques des limites

On fixe dans toute la suite £ un evn, 4 une partie de £, a un point adhérent a A4, et
Fun evn.

Rappel :

Soient f: 4 — F, be F.On dit que fadmet b pour limite en a lorsque :

YVeV.(b),3U eV, (a),f(U)cV

Généralisation de la notion de limite :
Si A est une partie non majorée de R, on dit que f —b lorsque :
400

YV eV,.(b),AU eV, (+), f(U)cV
Idem pour —oo.
On définit de méme [ —t oo

Enfin, si 4= E, et pour un point b de F, on dit que f HXHTb lorsque :
VVeV,(b),AM 20,Vxe E|x|>M = f(x)cV
Ou encore: Ve>0,AM 20,Vxe E, x||2M:||f(x)—b||S€

Définition :

On suppose que a¢ A. Soit f:A—F une application. On dit que f est
prolongeable par continuité en a s’il existe une application f: AU{a}— F continue en
aettelle que f,, =1 .

Théoréme :
f:4— F est prolongeable par continuité en «a si et seulement si / admet une

limite en a, auquel cas ce prolongement f est unique, et f (@) =1lim f(x).
xX—a
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Démonstration :
= soit f un prolongement par continuité de fen a.
Posons b= f(a), et soit V € V,.(b)
Comme f est continue en g, il existe U € Visay(@) tel que fWycv
Mais U \{a} est un voisinage de a dans 4, et /(U \{a})= f([U\{aphcV
Donc VV eV, (b),3UeV (a), f{U)cV .
Donc fV—(>)b . Ainsi, f(a)=Ilim f(x)
& Si f—b, alors f:Aufa}—F est continue en a (méme
¢ f(x)six#a
X .
bsix=a

raisonnement que précédemment), et coincide avec f'sur 4.

Théoréme :

Soit f: A — F . Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) f'a une limite en a.

(2) Pour toute suite u de 4 qui converge vers a, (f(u,)),.y converge dans F.

Démonstration :

1) = (2) : déja vu.

(2) = (1) : supposons (2), montrons que la limite de (f(u,)),.y ne dépend pas du
choix de u.

Soient u,ve A" telles que u—aetvoa.

Notons b= lim f(u,) et c=lim f(v,).

n—>+oo

w,, =u
On définit alors w, :{ 27" Alors clairement w—a.
W2n+1 = vn e
Donc (f(w,)),.y converge dans F.
En particulier, f(w,,,,)— f(w,,)—==—0, c'est-a-dire f(v,)— f(u,)—==—0

n—>-+oo
Donc lim f(v,)= lim f(u,)

n—>+oo n—>+oo
Ainsi, pour tout ve 4" tel que v—>a,ona f(v,)————b.Donc f—b.

n—s-+oo

Donc f'a une limite en a.

Théoréme : propriétés opératoires classiques
e Soient f:A—>F etg:A—>F telsque f—I et g—m.

Soient (4, 1)e K*. Alors Af + ug — Al + um

e Soient f:A—>Feta:4A—->K.
Si f—l eta—A,alors of > Al.

e Soient f:4— B et g: A— B ou B est une K-algebre normée.
Si f—1l et g—m,alors fge—im.
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Démonstration : par caractérisation séquentielle des limites : (2™ point)
Supposons que f—/ et a—>A.

Soit ue A™ qui converge vers a.
Alors f(u)—1 et a(u)—> A

Donc a(u) f(u) :ﬂ .

Comme c’est valable pour toute suite de 4 qui converge vers a, on a bien af — Al .

Théoréme :
Soient BC F,et f:4— F telleque f(4A)cB.

Soit Gunevn,et g:B—>G.

Si f'admet une limite b en a, alors he B . Si de plus g admet en b une limite ce G,
alors go f admet en a la limite c.

Démonstration : toujours la caractérisation séquentielle des limites.

D) Relations de comparaison

Définition :

Soient £ un evn, u,ve E" et e R}

(1) Prépondérance :

On dit que u est négligeable devant &, et on note u = o(&x), lorsque :
Ve>0,dn,e N,Vn 2 no,”un” <éea,

(2) Domination :

On dit que u est dominée par &, et on note u = O(«) lorsque :
34>0,dn,€ N,Vn 2 no,"un” <Ade,

(3) Equivalence :

On dit que u et v sont équivalentes, et on note u ~v lorsque u—v= o(”u")

En pratique :
Si @, >0 a partir d’un certain rang, on a les équivalences :

u,
u,= o (a,)) = —-L——0
n—>oo ke

n

u .
u,= O (a,) < —* est bornée.
n—>+oo0 i

Théoréme :

Soient ue E™ et e R} . Alors:

(1) u est négligeable devant & si et seulement si il existe n,€ N et une suite
(W,),15,, de E'tels que w, ———0 et Vn2n,u, =a,w,.

(2) u est dominée par & si et seulement si il existe n,€ N et une suite (w,),,

bornée de E tels que Vn=n,,u, =a,w,

Démonstration : voir cours de sup
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Théoréme :
Larelation ~ estune relation d’équivalence.

n—>+oo

Démonstration pour la symétrie :

Siu,—-v,= o (Iun ),comme u, =l <, —v,|,ona |u,|—|v,= o (]un)
n—>+oo n—+oo
. . . 1 1 3
Donc, a partir d’un certain rang, |(lu, ||—|v, |l < —=|«, |, soit —|u,|[|<|v,| < =|u
4 2 n n 2 nil 2 2 n n 2 n

— ' N 1
Donc u, —v, =o(|v,|), c'est-a-dire v~u.

Définition :

Soit A une partie d’un evn E, a€ A4, f:A—>F, g:A— F ou F est un evn, et
@:A—>R". Alors :

M = Vﬁa)((o) & Vex>0,3UeV, (a),Vxe U,

f(x)| < ep(x)
Q) f= V% )((0) & 34>0,3U eV, (a),Vxe U,|f(x)|< Ap(x)

Q) f~gef-g=of]

V,(a) V,(a)

En pratique :

Si ¢(x)>0 au voisinage de q,

- f(x)= o (¢p(x)) équivaut a ! : f(x)—0
x—a ¢ X a
xeA

- f(x)= O (¢(x)) équivaut a (1 f(x) est borné au voisinage de a.
x—a qo X

xed

Théoréme :

Avec les notations précédentes,

(1) f= o (@) si et seulement si il existe un voisinage V' de A et h:V — F de
Va(a)

limite nulle en a tels que Vxe V, f(x) = @(x)h(x)
2) f= V?)((o) si et seulement si il existe V' e V,(a) et h:V — F bornée tels que

VxeV, f(x)=@(x)h(x)

Théoréme :
~ est une relation d’équivalence.

x—a
xeA

E) Continuité globale

Rappel :
Soit 4 une partie d’'un evn E, Funevn et f: 4 — F . On dit que fest continue sur
A si fest continue en tout point de 4.
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Définition :
Si B est une partie de 4, on dit que f'est continue sur B si f,, est continue.
Attention : ¢a n’équivaut pas a dire que f'est continue en tout point de B.

Théoréme :
Avec les notations précédentes, on a I’équivalence :
(1) fest continue en A

(2) Pour toute suite (u,),.y de A qui converge (dans A), la suite (f(u,)),.y
converge dans F.

Démonstration :
C’est le théoreme équivalent sur la continuité en un point pour tous les points de 4.

Théoréme (propriétés opératoires) :

¢ Toute combinaison linéaire de fonctions continues est continue.

e Sia:4A—>K et f:4— F sontcontinues, alors of est continue.

e Si f:A—> B et g:4A— B ou B est une algebre normée sont continues, alors
fg est continue.

e Soient f:4— F, Bune partie de F contenant f(A4), g:B— G ou G est un
evn. Si fet g sont continues, alors go f: 4 — G est continue.

Démonstration :
Conséquence du théoréme du paragraphe précédent sur les fonctions continues en
un point.

Théoréme :
Soient F, G, H des evn, ¢:FXG — H une application bilinéaire continue,
f:A—>F et g:4— G continues. Alors h:4— H est continue sur 4.

x—=@(f(x),g(x))
(Ot onamuni FXG de la norme produit N, ;(x,y)=sup(N.(x),N;(»)))

Démonstration :
Caractérisation séquentielle.

F) Continuité globale : propriétés topologiques

Rappel :

Deux applications continues qui coincident sur une partie dense sont égales.

L’image réciproque d’un ouvert (resp. fermé) par une application continue est un
ouvert (resp. fermé)

G) Topologie et produits cartésiens

Soient (E,N,) et (F,N,) deux evn. On munit EXF de la norme définie par
7 V(x,y)€ EXF,Np,;(x,y) =sup(N.(x),N;(»))

Proposition :
Soient (x,y)e EXF, r>0.
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| Alors B, . ((x,y),r)=B,(x,r)XB.(y,r).

En effet,
||(x', ) —=(x, y)|| <r&s sup(”x’—x

_
- {”x o<

=y <r

y-y)<r

9

Théoréme :
Si O, et O, sont deux ouverts de E et F, alors O, X0, est un ouvert de EXF

Démonstration :

Soit (x,y)e O,x0,

Il existe alors 7 >0 et r, >0 tels que B(x,7)c O, et B(y,r,) cO,.
En posant » =min(r,r,), B((x,y),r)=B(x,r)XB(y,r) € O,X0,.

Théoréme :
Si F, et F, sont des fermés de E et F, alors F, X F, estun fermé de EXF .

Démonstration :

Posons O, =C.F, et O, =C.F,. Alors O, et O, sont ouverts, et :

Coi(F,XE)=(0,xF)U(EXO,), donc C,,.(F,xF,) est ouvert, et F;xF, est
—_ Y

ouvert ouvert

un fermé de EXF .

Théoréme :
Si f:4— FxG estune application (ou 4 est une partie d’un evn E, et ou F et G

sont des evn), alors f est continue si et seulement si f,:4—F et f,:4—G sont

continues, ou f, et f, sont les applications composantes de f.

Démonstration : caractérisation séquentielle.

111 Continuité des applications linéaires et bilinéaires
A) Continuité des applications linéaires

Théoréme :
Soient £ et F' deux evn munis des normes N et N’ (qu’on notera || ),et f:E—>F
une application linéaire. Alors f'est continue sur £ si et seulement si elle ’est en 0.

Démonstration :

Le premier sens est déja évident (si une application est continue sur £, elle I’est en
particulier en 0).

Supposons maintenant f continue en 0.

Soit x€ E . Pour tout ye F,ona ||f(x)—f(y)||:||f(x—y)||.
Pour tout £ >0, il existe » >0 tel que Vze E, z||<r:||f(z)||$e

Donc Vye E,||y —x|| <r= ||f(x) —f(y)" <& . Donc fest continue en x.
D’ou la continuité de f'sur E.
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Théoréme :

Soient (E,N) et (F,N') desevn, f:E — F une application linéaire.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) fest continue

(2) fest lipschitzienne

(3) existe £ >0 tel que Vxe E,N'(f(x))<kN(x).

Démonstration :

(3) = (2) : Supposons (3) ;

Pour tout (x,y)e E*, onaalors N'(f(¥)— f(x))=N'(f(y—x))<kN(x—y).
(2) = (1) : c¢’est vrai méme pour une application non linéaire.

(1)= (3) : Supposons (1). Ainsi, fest continue en 0.

Soit €>0. Il existe » >0 tel que Vxe E,N(x)<r= N'(f(x)) <&

Pour tout ye E\{0}, on pose x=$y. On aalors N(x)=r.
y

N(y)

r

_NO»)

Done N'(f(x))<¢e.D’ou N'(f(y))=N'( f(X)j— ry) N'(f(x)

Donc N'(f(y)) SEN (»), d’ou (3) avec k -£ (I’inégalité est vraie aussi pour
r r

y=0)
Application : comparaison des normes.

Théoreme :
Soient N,, N, deux normes sur E. Alors :

(1) Ny<N, e 1d, :(E,N,) = (E,N,) est continue.
(2) N,~N, < 1d, :(E,N,) > (E,N,) estun homéomorphisme linéaire.

Démonstration :
Onadéavuque N, <N, < 1d, :(E,N,) = (E,N,) est lipschitzienne.

Corollaire :
Si N, ~N,, alors (E,N,) et (E,N,) on les mémes ouverts, les mémes fermés (la
méme topologie : voisinages, limites,...)

Démonstration :
Si Q est un ouvert de (E,N,), alors Q=1d,'(Q) est un ouvert de (E,N,) car
Id, : (E,N,) = (E,N,).

B) Norme d’une application linéaire continue

Théoréme :
L’ensemble L.(E,F) des applications linéaires continues de ’evn (£, N) dans

(F,N') estun sous-espace vectoriel de L(E, F).

De plus, I’application ||| ||| L.(E,F)>R est une norme sur L.(E,F),
S sup N'(f(x))

N(x)<1
appelée norme subordonnée aux normes N et N'.
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Démonstration :
e Déja, 0e L.(E,F)

® Pourtous f,ge L.(E,F) ket k’lipschitziennes, pour tous A, e K’ et pour

tout xe F,
Comme (/051801 onaators (3 + ol = 2+
e <k

Donc Af + g est continue

e Montrons maintenant que ||| ||| est une norme :

(2) Soit fe L.(E,F), supposons que |||f||| =0.

Alors, pour ye E \{0}, posons x = y
N(y)

Ainsi, N'(f(x))<[|f]|=0.Donc f(x)=0,et f(y)=0 par linéarité.
Donc Vye E\{0}vye E\{0}, /(1) =0.

De plus, f(0)=0.

Donc f=0

(3) Par le calcul précédent, pour fe L.(E,F) :

On a, pour tout xe B(0,1), N'(Af(x))= |/1|N'(f(x))

=121

(4) De méme, pour f,ge L.(E,F) etpour xe B(0,) :

N'(f(x)+ () < N' (£ )+ N'(g ) < |||+l

Dot ||+ <[l /(| +lel] -

Donc en passant au sup,

Théoréme :
Soit fe L.(E,F), ou E et F sont deux evn.

Démonstration :

Si on pose, pour x #0, y=-—/ on a alors ||y||:1,

done || (0] =[r o) <[l £l

Théoréme :
Pour fe L.(E,F) ouFE et Fsont deux evn, on a :

mwﬁﬂﬂmemw_wumw
Ixlst =t ceor [

Démonstration :

- Montrons que sup|| f (x)|| < sup" f (x)||
[t Ixl=t
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On a, pour x€ E tel que ||x|| <1:

Soit x=0, et | f(0)||—0<ﬁp||f )

Soit x#0 et x= ||x||( ” J
X
pone o= 1 <zt

= lrol

D’ou I’inégalité en passant au sup.

- Montrons que sup|| f (x)||_ sup "f (x )”
[+l=1 xeE\{[0} ||x||
On a ?Tp”f(x)” - ﬁTp ”f( )” e
/@)

- Enfin, I’inégalité sup

< ||| f ||| résulte du théoréme précédent.
xe E{0} "x”

Théoréme :
Soient £, F, Gdesevn. Si f:E—F et g:F — G sont des applications linéaires

continues, alors go f* est une application linéaire continue, et de plus

Démonstration :
Déja, go f est linéaire puisque composée d’applications linéaires, et continue car
composée d’applications continue.

Pour tout xe £, ona (g £)(x)| =[] < |lglllF ol < |l A -

K= L A

Donc
<o

Théoréme :
Soit £ un evn. L.(E), algébre des endomorphismes continus de E, est une algebre

unitaire normée (pour ||| |||)

Démonstration :

Dgja, 1d, € L (E), et [|Id,||=1.

On a de plus les autres résultats d’aprés les théorémes précédents.
Donc L.(E) est unitaire, et ||| ||| est une norme d’algebre unitaire.

Définition :
L’espace £'=L.(E,XK) est appelé le dual topologique de E.
Attention : a priori, E'# E*.
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Exemple :
E=C([a,b],R), norme || ||W

- Soit cela,b], et ¢.:E—>R . Alors ¢ est une forme linéaire continue, et
S 1)

goc = 1 °
En effet :
Déja ¢. est une forme linéaire.

9.()| =]/ (< N.(f), donc @, est continue, et [|.[| <1

De plus, il existe /e E a valeurs positives et atteignant son maximum 1 en ¢ (par
exemple la fonction constante égale a 1)

¢c(f)|=1’et goc 21
¢c :1

- On pose [:E—>R . Alors [ est une forme linéaire continue, et

S f @
Jll=6-a.
En effet :

1= roaf <[l < [ N.(Hdr < -aN ()
Donc déja I est continue et |||I||| <b-a, et si on prend f =1, on obtient
[I(f)|=b-a, donc |||I|||=b—a.

- On munit maintenant £ de la norme || ||1

Pour fe EF,ona

Donc

Donc

Alors [ est encore continue, et |||I ||| =1:
|I(f)| < N,(f) donc [ est continue, et |||I||| <1

Et [1(D)|=b—a=N,(T) done |7 = Sfﬁlg% !

- Mais ¢, n’est plus continue :

@.(f)
N(f) "

On va chercher une suite (f,),. de E\ {0} telle que

a -t b
1/2"
On pose, pour ne N, f, [a,b] >R .
Osift—c[>1/2"
= .
1-2"[¢ — | sinon

Alors pour tout ne N, f, est continue, et :

N =[ o<1

t—c|oltsL
2}1
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¢.(/,) 22" ———— o0,
N(f,)
Donc il n’existe pas k>0 tel que Vfe E,

D’ou

@.(f)

<kN,(f,), donc ¢  n’est pas

continue.

C) Applications bilinéaires

Théoréme :
Soient E, F, G des evn, on munit EXF de la norme produit sup(N,,N,). (On

note dans la suite toutes les normes ||

; ce qui est & ’intérieur permet de distinguer)
Alors une application ¢: ExXF — G bilinéaire est continue si et seulement si il

o, )| < k]
Dans ce cas, @ est lipschitzienne sur toute partie bornée de EX F .

existe k>0 tel que Vxe E,Vye F,

Démonstration :
e Si ¢ est continue, alors elle I’est en particulier en 0.

Soit € > 0. Il existe alors » >0 tel que V(x,y)e EXF, ||x|||| i r} = ||(0(x,y)|| <e.
y|<r
Pour (x,y)e EXF non nuls, on pose x'= Ty et y'= Ly .
I~ By

Alors ||x'|| = || y'|| =r. Ainsi:

X||[[ ) v £
ot = E R oty £ g,

e Supposons qu’il existe £ >0 tel que Vxe E,Vye F,

o, )| < Kl -
Soit 4 une partie bornée de EXF, disons A,XxA.. Soit M >0 tel que
V(x,y)€ Ay X A, |(x,»)| S M (Clest-a-dire tel que B,((0,0),M) < A)
Soient alors (x,y),(x',y")e 4, X A, (ainsi, |(x, y)|| <M et ||(x',y')|| <M)
Alors :
lotx', ) =@, )| < lox', 1) = o', )| + (', ) = @, )
<[o(x', =)+ |e(x'=x, »)|
<y + ke
< 2kM||(x"y') - (x’ y)”
Donc ¢ est lipschitzienne sur 4. Donc ¢ est lipschitzienne sur toute partie bornée
de ExF . Soit maintenant (x,y)e EXF :

Alors ¢ est lipschitzienne sur B((x,y),l), donc continue sur cette boule, et en
particulier, comme B((x, y),l) est un voisinage de (x,y), ¢ est continue en (x,y).

Remarque :
Le résultat se généralise a des applications p-linéaires.
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Exemples :
(1) EXE > ,25 ou E est un K-evn est bilinéaire continue (avec k£ =1).
—

b

(2) Ax A — A ou A est une algebre normée est bilinéaire continue (avec k =1)
(x,y)=>xy

(3) L.(E)XL.(E)— L.(E) est bilinéaire continue.
(&.f)>gef

IV Complétude
A) Espace de Banach, de Hilbert

Rappel :
Soit # une suite d’un evn E. Elle est dite de Cauchy lorsque :

Ve>0,dn,e N,Vn2n,,Vpe N,

Alors :

e Si u est de Cauchy, alors u est bornée.

e Si u est convergente, alors elle est de Cauchy, mais la réciproque est fausse !
Exemple :

Soit £=C([0,1],R) munide N,.

On pose, pour ne N, f, :[0,]] > R

Isix>1+-%
2

x-3] 0six < 4— 1,

1+2"(x—1%)sinon

un+p—un"S8.

Y 2
- Alors déja Vne N, f,e E.
- Lasuite (f,),.y estde Cauchy dans (E,N)) :
Pour ne N et pe N, f,,, et f, coincident sur [0,5— 2,}H] et [+ 2,}“ .
D0 N,(f,, = £)= [ 11, 0= 1,00 <[5, 0= 1,0t
ARGEIAG EIY

Donce N,(f,,, —fn)Szin.

De plus, pour t<[0,1],

. o 1
Ainsi, pour tout € >0, il existe n,e N tel que o <e.

Donc pour tout n2>n, ettout pe N, N,(f,,,—f,)<€.
Donc (f, ),y estde Cauchy.
- Mais (f,),y e converge pas :

Supposons qu’elle est convergente, disons vers fe€ E .
Soit £>0.
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Alors fest nulle sur [0,4—&£]. En effet :

Soit n,€ N tel que L<.5‘.

2no+1 -
Alors pour n>n,, f, estnulle sur [0,1—&].

1/2—¢ 1/2-¢
Done N,(f=f)2[ " |f()=f,@0)de=] " | F(olde

1/2—

Or, Ny(f = f,)—==—0. Donc | |f@ldi=0.
Et, comme f'est continue, f/[O,%—e] =0
D’ou comme c’est vrai pour tout € >0, f,,, =0 et par continuit¢ f(3)=0.
Par le méme raisonnement, on montre que f,, =1, d’ou f(3)=1, ce qui est

impossible.
Donc (f,),.y ne converge pas (dans E)

Définition :

e Un evn E est dit complet si toute suite de Cauchy de £ a une limite dans E.

e On appelle espace de Banach tout evn complet, et algébre de Banach toute
algeébre normée compleéte.

® On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet (pour la norme
euclidienne)

Exemples : R et C sont des evn complets.

Définition :
Si X est une partie d’un evn E, on dit que X est compléte si toute suite de Cauchy
de X converge dans X.

Théoréme :
Soit £ un evn. Toute partie compléte de £ est un fermé de E.

Démonstration :

Soit X une partie compléte de F, et soit ae E adhérent a X.

Alors a est limite d’une suite (x, ), de X. La suite converge dans £, donc elle est
de Cauchy. Par complétude de X, elle admet donc une limite / dans X ; par unicité de la
limite, a=1/. Donc ae X .

Donc X est une partie fermée de E.

Attention : la réciproque est fausse en général.

Théoréme :
Toute partie fermée d’un espace de Banach est compléte.

Démonstration :

Si X est fermée dans le Banach E, soit ue X" de Cauchy.
Alors u admet une limite / dans E, et comme X est fermée, /e X .
Donc u converge dans X.
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B) Exemples a connaitre

e R" et C" sont complets (vu plus tard)

e Théoréeme :
Soit X un ensemble, et £ un espace de Banach.
Alors I’espace B(X, E) muni de la norme N_ est de Banach.

Démonstration :
Soit (f,),.y une suite de Cauchy de B(X,E). Alors :

- (f,),en estde Cauchy, donc bornée ; soit M >0 tel que Vne N,N_(f,)<M .
De plus, pour xe X ,ona:

Vne N,Vpe N, ﬂ+p(x)—ﬁ1(x)||SNW(ﬁ,+p —7).
Or, pour £ >0, il existe n,e N tel que Van2n,,Vpe N,N_(f,,,—f,)<€
Loy (=1, ()| <.

Ainsi, (f,(x)),.y est de Cauchy dans E, donc converge.

On adonc Vrn=n,,Vpe N,

Onposealors f: X > F

x—= lim £ (x)
- Onaalors, pour tout xe X', f,(x)—==> f(x),
Et Vne N,|f,(x)|SN_(f,) <M.

D’ou, par passage a la limite, comme || || est continue,

f(x)" <M
Donc fest bornée sur X (et N_(f)<M ),donc fe B(X,E).
- Montrons que f, ——>f .

n—>+oo
Soit £>0. Il existe alors n,e N tel que Vn2n,,Vpe N,N_(f,,,—f,)<€E.
Soit xe X ,et n=n,.Ona:
Vpe N.|f,., (- f,(x)|<e

Donc, par passage a la limite quand p — oo,

f-f,0)<e.
Comme c’est valable pour tout xe X ,ona Vn2n,,N_(f—-f,)<E.
Donc (f,),.y @ une limite dans B(X, E) (a savoir f)

Donc B(X,E) est de Banach.

e Théoreme :
Soit £ un evn, et F un espace de Banach. Alors L.(E,F) est un espace de Banach.

Démonstration :
Soit (f,),en € LC(E,F)N .

- Soit xe E.Ona: V(n,p)e N°,

5,00= 1,0\ <5, =11

Soit £ >0. Comme (f,),. estde Cauchy, il existe n,e N tel que :

f;H—p_fn

Vn=n,,Vpe N,

<&
[~

x"SS.

JANCENACS H Vs

Donc (f,(x)),.y estde Cauchy dans F, donc converge.

Ainsi, pour n2n, et pe N,
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Onposealors f:E— F
x> lim f, (x)
- Montrons que fe L.(E,F).
Déja fest linéaire :
Soient x,y€ E et Ae K ;ona, pourtout ne N, f, (x+Ay)=f (x)+Af,(»).
Donc par passage a la limite f(x+Ay)= f(x)+Af (y).
De plus, f'est continue :
La suite (f,),.y estde Cauchy, donc est bornée.

Soit M >0 tel que Vne N,||/,[|<M.

Alors, pour xe E,ona:
Vne N, fn(x)||s| /, x||SM||x||

Donc par passage a la limite, || f (x)|| <M ||x|| .

Donc f'est continue.
Donc fe L.(E,F).
- Montrons enfin que f, —— f :

n—>+oo

Soit £>0.
Il existe n,e N tel que Vn2n,,Vpe N,||f,. —flI<€.
Alors, pour xe £, Vn2n,,Vpe N[ f,,,(0- £, <||£,., = £, < £

f)= 1,0 <

Donc par passage a la limite quand p — +o0, Vn 2n,,

[ EAEY

b
~d

f—f;J"SS

Ainsi, si xe E\{0}, ona Vn 2 n, <e

Donc par passage au sup Vn 2n,,

Donc (f,),.y converge vers f.

Donc L.(E,F) estun espace de Banach.

e L’espace C([a,b],R) munide N, n’est pas complet (déja vu)

e Mais I’espace C([a,b],R) muni de N_ est de Banach (vu plus tard)

e Théoréme :
L’espace ['(XK) des suites sommables de (=R ou C) muni de N, est complet.

Démonstration :
Soit (u™),_ une suite de Cauchy dans /'(K).

oo
- Pour ne N,ona: N,(u") =Z|u,({")
k=0

Donc, pour tout ke N,

(n) (n)
u," |SN1(u ).
Donc, de méme que pour les théorémes précédents, (u\"),_ est de Cauchy dans

K, donc converge. On pose alors u: N — K
k= lim u("

- Montrons que ue I'(K) :
(u™) _ est de Cauchy, donc bornée. Soit M >0 tel que Vne N, N,(u")<M
neN 1
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+oo
Alors, pour tout ne N, Z|u,£”)| <M.
k=0

<M

p
Donc, pour tous pe N et ne N, Z|u,({”)
k=0

P
Donc par passage a la limite, on a, pour tout pe N : Z|u k| <M.
k=0

Donc (u,),.y est sommable.
- Montrons maintenant que u™
Soit £>0. Soit n,e N tel que Vn>n,,Vpe N,N,u"" -u")<e¢.

On a alors, pour ge N et n2n, :

—Uu.
n—>+oo

<N, —u")<e.

q
vp = ﬁ'[,z|u1£n+]7) _ul(cn)
k=0

9
Donc par passage a la limite, Z|u L —ul”

k=0

<€

(n)

400
D’ou, pour tout n>n,, N,(u—u")= Z|uk —u"|< g, c'est-a-dire u

k=0

—Uu.
n—>+oo

Donc /'(XK) est de Banach.

e En faisant la méme démonstration, on peut montrer que /°(K) muni de N, est
de Banach.

C) Critere de Cauchy—Complet : application aux séries

Théoréme :
Soient 4 une partie de E, F un Banach. Soit ae 4 et f: 4 — F . Les propositions

suivantes sont équivalentes :
(1) fadmet une limite en a.
(2) fvérifie le critére de Cauchy en a, c'est-a-dire :

Ve> 0,3V eV (a),V(x,y)e V2| f(x)-f(y)|<e

Démonstration :
Utiliser la caractérisation séquentielle des limites.

Remarque :
Ceci vaut aussi pour une limite en oo (dans R) ou quand |x| — +oo.

Définition :
® On appelle série de I’evn E tout couple (u,,S,) de suites de E tel que

n
Vne N, S, = Zuk , et on note cette série Zun .
k=0 n=0

e Onditque Zun converge lorsque (S,),. converge.

n=0

u,| converge dans R

¢ On dit que Zun est absolument convergente lorsque Z

n=0 n=0
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Théoréme :
Si E est un espace de Banach, alors toute série absolument convergente est

convergente dans FE.

Démonstration :
La méme que pour les séries numériques.

Théoréme :

Soit 4 une algebre de Banach, et ae 4. Alors la série zia” est absolument

n>0 M-
+o0
convergente, et on note exp(a) = Z— a".
n=0 n!
Démonstration :
r n
On montre par récurrence sur n que Vne N,|a"| < ||a|| .
n n n
.. |a a \ , , , a
Ainsi, |—|= O "— , d’ou le résultat, étant donné que ”— est le terme
n n—+eo  pl n!

général d’une série convergente (de R).

D) Théoréme du point fixe

Théoréme :

Soit X une partie complete non vide de E, et f:X — X une application
contractante. Alors :

(1) fadmet un unique point fixe dans X.

(2) Toute suite de X vérifiant Vne N,u,,, = f(u,) converge vers ce point fixe.

Démonstration : identique aucasou X Cc R.

E) Application a la continuité uniforme

Définition :

Si (X,d) et (Y,d') sont des espaces métriques, on dit que f:X —Y est
uniformément continue lorsque :

Ve>0,3n>0,V(x,x)e X2, d(x,x)<n=d'(f(x), f(x")) <&

On dit alors que I’application

o, &> max{y > 0,V(x,x')e X*,d(x,x') <= d'(f(x), f(x') < £}

est le module de continuité uniforme de f.

Propriété :
(1) Toute application lipschitzienne est uniformément continue
(2) Toute application uniformément continue est continue.

Théoréme :
Si X et Y sont des espaces métriques, 4 une partie dense de X et si Y est complet,

alors toute application f:A4—Y uniformément continue se prolonge en f:X -Y
uniformément continue de fagon unique.
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Démonstration :
- Unicité : claire car 4 est une partie dense, donc comme deux prolongements f’

et 172 coincident par définition sur 4, ils coincident aussi sur X (puisqu’ils sont

en particulier continus)
- Existence :

Soit xe X . Alors xe 4. Montrons que f vérifie le critére de Cauchy—complet au
voisinage de x :

Soit £>0. Soit 7 >0 tel que V(a,b)e A*>,d(a,b)<2n = d(f(a), f(b))<E.
On pose V = B(x,n) . Pour (a,b)e (ANV)?, on a alors :
d(a,b)<d(a,x)+d(x,b)<2n.Donc d(f(a), f(b))<E
Comme Y est complet, fadmet une limite en ae X .
Posons /7 X oY . Alors :
x=>lim f(x)
ac A
f est uniformément continue :
Soit £> 0, et soit 7 >0 tel que V(a,b)e A°,d(a,b)<3n=d(f(a), f(b))<€.
Si (x,y)e X* est tel que d(x,y)<ny, alors V=B(x,7)NA#D, donc
f(x)=1lim f(a).

acV

De méme avec W =B(y,n)N 4, f(y) = })imf(b) .
-y
beW

Maintenant, pour (a,b)e VW , d(a,b)<d(a,x)+d(x,y)+d(y,b)<3n.
Donc d(f(a), f(b))<E€.

Maintenant, lorsque a tend vers x, par continuité de la distance :
Vbe W,d(f(x), (b)) <€

D’ou d(f(x), f(y)<€.

Donc f est uniformément continue.

Enfin, par définition de /', comme f'est continue sur 4, on a pour a€ A4 :

f(@=lim f(b)= f(a).

Théoreme :
Si (C,),cn ©stune suite décroissante (au sens de I’inclusion) de parties complétes

non vides d’un evn dont le diametre tend vers 0, alors ﬂ C, estun singleton.

neN

(Le diamétre d d’une partie d’un espace métrique, c’est la borne supérieure des
distances entre deux points de cette partie. Ainsi, d € R* U{+oo})

Démonstration :

On note, pour ne N, d, le diametre de C, . Ainsi, d, ———=—0.

- Soit (u,),. une suite telle que Vne N,u, € C, .
Alors (u,),. est de Cauchy dans C,, :
Soit £>0. Il existe alors n,€ N tel que d, <€.
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Ainsi, pour n2n, et pe N,onau,, ,u,€C, ,donc

-u,|<d, <€.

n+p?> un+p

Donc (u,),. est de Cauchy.
Comme C, est complet, (u,), converge vers xe C,.
Alors {x}c ﬂCﬂ . En effet, soit n,e N .

neN

Alors (un )nZno

C,), donc converge vers x. Donc xe C, car C, est complet. D’ou I’inclusion, ce

est une suite de Cauchy dans C, < C,, extraite de (u,),. (dans

résultat étant valable pour tout n,e N .

- Soit maintenant ye ﬂCn , montrons que x = .

neN
Soit (y,),.y qui converge vers y telle que Vne N,y e C, (on peut prendre par
exemple la suite constante égale a y)
Montrons qu’alors y, ———>x, ce qui établira le résultat par unicité de la limite.

n—>+oo
Soit € >0. Il existe alors n,e N tel que Vi =n,,d, <¢€.
Ainsi, pour n>n,, |y, —x|<d, <€ (car y,,xe C,cC,)

D’ou la convergence de (y,),. Vers x et le résultat voulu.

On peut déduire de ce théoreme la propriété de Baire :
Soit X une partie compléte d’un evn. Alors toute intersection dénombrable
d’ouverts denses dans X est dense dans X.

Démonstration :
Soit xe X . Soit (U,),., une famille dénombrable d’ouverts denses dans X'; on

peut alors supposer que / =1NN.
Soit £>0.

On construit une suite (B(x,,7,)),.y Par récurrence :

- Comme U, estdense dans X, B(x,e)NU, = .

Comme B(x,€)NU, est de plus ouvert, il existe »'|>0 et x,€ X tels que
B(x,,r',)c B(x,&)NU,.

Ainsi, en posant 7; = min(#',,£/2), on a toujours E(xl,rl) c B(x,e)nU,.

- Soit ne N.

Supposons construits n éléments x,,...x, de X et n réels 7,...r, strictement positifs

],E(x.,rl.)cB(xl._l,zg_l)mUi = et r,<e/2" (ou on a posé r, =€,

1

tels que Vie Hl,n
X, =x).Comme U, estdense dans X,ona B(x,,r,)NU,,, #3.

Comme de plus B(x,,r,)NU >0 et x

B('x r'n+l)CB(xn’rn)mU
la construction au rang n+1.
La suite ainsi construite (B(x,,7,)),.y €st donc une suite décroissante de fermés

€ X tels que
€/2n+1)

, est ouvert, il existe 7'

n+l

=min(7'

n+ n+l

#(J . Ainsi, on a bien en posant 7,

n+1° n+l +1 n+l >

dont le diamétre tend vers 0. Comme ces fermés sont des parties de X complet, c’est
donc une suite décroissante de parties complétes dont le diamétre tend vers 0.

I’intersection ﬂE (x,,r,) est donc un singleton, disons {x.}.

neN
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Or, par construction, on a x_e€ B(x,€) (car B(x,&)=B(x,,7,)C B (x,,7,)), et
Vne N,x_e U, (car B(x,,r,)cU,)
Ainsi, x_ € B(x,e)N ﬂUn

neN

Donc B(x,€)N ﬂUn 3%

neN

Donc comme c’est valable pour tous xe X,£ >0, ﬂU , est bien dense dans X.

neN

V Compacité
A) Définition séquentielle

Définition :
On dit qu'une partie X d’un evn est compacte lorsque toute suite de X admet au
moins une valeur d’adhérence dans X.

Remarque :
Si toute suite de X admet une valeur d’adhérence dans I’evn E, on dit que X est
relativement compacte.

(On a ainsi I’équivalence : X est relativement compacte <> X est compacte)

Théoréme :
(1) Toute partie compacte est compléte (et en particulier fermée)
(2) Toute partie compacte est bornée.

Démonstration :
(1) Soit X une partie compacte de E, et (u,),. une suite de Cauchy de X.

Alors (u,),.y admet une valeur d’adhérence /. Montrons que u —/.
+oo

Soit £>0. Il existe nye N tel que Vn=n,, pe N,

Upip —u”||S8/2.
Il existe de plus n>n, tel que |u, —I| < &/2, d’ou, pour tout g >n :
"uq —Z" < ”uq —un||+||un —I|| <e.

(2) Montrons la contraposée :

Supposons X non bornée.

Alors, pour tout ne N, il existe x, € X tel que zn.

x}'l
Montrons que la suite (x,),. ainsi formée n’a pas de valeur d’adhérence.
Soit /e X.Ona: Vne N, |x, - =, ||| = n—|]

xp—l||2n0—||l||22>8

Ainsi, pour £ =1 et n, 2||l|+2 1 Vp 2n,

Donc / n’est pas une valeur d’adhérence de (x,), -
Donc X n’est pas compacte.

Théoréeme :
(1) Toute partie fermée d’un compact est compacte
(2) Tout produit cartésien de compacts est compact

Démonstration :
(1) Soit F une partie fermée de X compact.
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Pour toute suite (x,), € F",ona (x,), y€X".

Il existe donc @ : N — N strictement croissante telle que (x,, ),y converge vers
le X.Or, Vne N, X,
une valeur d’adhérence dans F' (a savoir /). Comme c’est valable pour toute suite

€ F. Donc, comme F est fermé, /e F'. Donc (x,),. admet

(x,),e € F", F est bien compact.

(2) Soit X une partie compacte d’un evn £, Y une partie compacte d’un evn F.
Montrons que X XY est une partie compacte de EXF (pour la norme produit
usuelle).

Soit ((X,7,)),e € (X XV,

Comme X est compact, (x,),.y admet une sous suite (x,,,),.y convergente dans
X; comme Y est compact, (V,,),y admet une sous suite (¥, ).en CONvergente
dans Y. Ainsi, ((Xge ()5 YVpoyn ) aen CONVerge. Donc X' XY est compact.

Par récurrence, on obtient le résultat pour tout produit cartésien fini.

B) Exemples : Compacts de R, C, R", C".

Théoréme :
Les parties compactes de R ou C sont exactement les parties fermées bornées.

Démonstration :

Le premier sens résulte du sous paragraphe précédent.

Pour I’autre : d’aprés le théoréme de Bolzano—Weierstrass, tout segment est
compact, et tout partie fermée bornée est une partie fermée d’un segment donc
compacte. On adapte pour C.

On munit R” et C" de la norme || ||m Alors les parties compactes de R" et C”

sont exactement les parties fermées bornées.

En effet :
Le premier sens résulte toujours du sous paragraphe précédent. Soit X une partie

fermée bornée de K" . Il existe alors M >0 tel que X < B(0,M)
e Si K=R,ona B,(0,M)=[-M,M]
¢ SiK=C,ona B, (0,M)=1{ze C,|{<mf

Dans les deux cas, B (O, M) est compacte car produit cartésien de compacts.

Donc X est compact.

C) Compacité et continuité

Théoréme :
L’image continue (c'est-a-dire par une fonction continue) d’un compact est un
compact.

Démonstration :
Soit X une partie compacte d’un evn E, et /' un evn.
Soit f: X — F une application continue sur X, et posons Y = f(X).
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Soit (,),.y€Y".

Pour tout ne N, il existe donc x, € X tel que f(x,)=y,.

Comme (x,),.y€ X", cette suite admet une sous suite convergente (%) e -
Par continuité de £ (¥,,),cy €St une sous suite convergente de Y.

Donc Y est compact.

Corollaire :
Si X est un compact, et f: X — R une application continue, alors f est bornée sur

X et y atteint ses bornes.

En effet :

f(X) est un compact de R, donc fermé borné ; notons & =sup f(x) ; comme
xeX

f(X) estfermé, e f(X), donc il existe x,€ X tel que f(x))=«.
De méme, il existe x, € X tel que f(x,)= in)g f(x).

Corollaire :
Si f:X — F est une application continue sur X compact, alors x> || f (x)|| est

bornée, et il existe x, € X tel que || f(x, )|| = sup” f (x)|| = m%(x" f(x)
xeX X€

Théoréme de Heine :
Toute application continue sur un compact est uniformément continue.

Démonstration :
Contraposée :
Soit X un compact, et f: X — F non uniformément continue. Montrons que f

n’est pas continue.
Comme f'n’est pas continue, il existe £ >0 tel que :

Vi >0,3(x,y)e X7 d(x,y)<netd(f(x), f(y) 2 €

Soit € vérifiant cette propriété. Pour 7 = oY il existe alors (x,,y,)e X tel que

d(x,.,)< 21 et d(f(x). f() 2.

Comme X est compact, il existe ¢@:N — N strictement croissante telle que
(Xyn) e converge dans X. Soit / sa limite.

Comme d(x )——==—0,onaaussi y,, ——/.

(P(ﬂ)’yfﬂ(ﬂ) n—>+o0 N—>+o0
Si fétait continue en /, on aurait f'(x,,,)——=— /() et [ (Vo)) —==—f (D).

Done d(f(x,,)), f (Vi) —5=—0, ce qui est faux car d(f(x,,))s f(Vpo)) 2 €
Donc fn’est pas continue en /, donc pas continue.

Théoréme :
Soit X une partie compacte d’'un evn E, F un espace de Banach. Alors 1’espace
C(X,F) muni de la norme N_ est de Banach.

Démonstration :
e Si feC(X,F),alors festbornée, donc C(X,F)c B(X,F) eten est un sous-

espace vectoriel, et la norme N_ induit une norme sur C(X, F)
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e Montrons que C(X,F) est un fermé du Banach B(X,F) (il sera ainsi

complet)

Soit (f,),.n une suite de fonctions continues sur X, convergeant uniformément
(c'est-a-dire convergeant au sens de N_) vers fe€ B(X,F). Montrons que f est
uniformément continue.

Soit £ >0. D’apres le théoreme de Heine, f,
ne N.

Comme f,————f, il existe nye N tel que Vn=n,,

n—s+oo

est uniformément continue pour tout

fn—f||Ss/3. Par

uniforme continuité de f, , il existe 77> 0 tel que :

V(xy)e X~y S, (=1, )| <€/
D’ou, pour (x,y)e X tel que [x—y| <7,

lf -1 <[ -1, @)+ |f, )= £, @+ £, ) - £ )
<3xe/3<¢
Donc f est uniformément continue, donc continue. Donc fe C(X,F), qui est

donc fermé.
Donc C(X,F) estun espace de Banach.

<n=

Attention :
En général, un sous-espace vectoriel d’un evn n’est pas fermé !

D) Propriété de Borel-Lebesgue

Définition :

e Soit X une partie de E. On appelle recouvrement ouvert de X toute famille
(Q,),., d’ouverts de E telle que X CUQ,. (C’est équivalent a la donnée

el
d’une famille (O,),., d’ouverts de X telle que X = UO,. )
iel

e On dit que X vérifie la propriété de Borel-Lebesgue si tout recouvrement

ouvert admet un sous recouvrement fini.

Théoréme :
Soit X une partie compacte de E, et (2,),., un recouvrement d’ouverts de X. Alors

il existe p >0, appelé nombre de Lebesgue, tel que Vxe X,Jie I,B(x, p) C Q,.

Démonstration :
Supposons qu’il n’en existe pas.

Pour tout ne N, il existe alors x, € X tel que Vie I,B(x,.,1/2")z Q,.
La suite (x,),.y admet une valeur d’adhérence / (car X est compact)
Ainsi, il existe ie [ tel que /€ Q, (puisque X UQi )

iel
Mais Q, est ouvert ; il existe donc n,€ N tel que B(/,1/2")cQ,.
1

On pose €= ZL ; il existe alors p >n,+1 tel que "xp —l" < ST

ng+l 2
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Mais alors B(xp,zip) c B(xp,%) c B(Iazi,,o) cQ,

ny+1 i

. 1 . o
On a donc trouvé ie [ tel que B(xp’2_P) c Q,, ce qui est contradictoire avec la

définition de x,. D’ou I’existence de p .

Théoréme :
Si X est compact, alors il vérifie la propriété¢ de Borel-Lebesgue

Démonstration :
Par I’absurde :

Soit X compact, supposons que X possede un recouvrement d’ouverts (L,),., mais

iel
n’admette pas de sous recouvrement fini.
On pose p >0 un nombre de Lebesgue de ce recouvrement.

Pour J </ fini, ona alors X & UQi .

e Prenons J = . Il existe alorlgjx0 eX\D=X.

Soit alors i, € I tel que B(x,,p) cQ,

e Prenons J={i,}. Ona X ¢ Q, . Donc il existe x, € X'\ €2, .

Soit i, e I tel que B(x,,p) cQ,

* On construit par récurrence les suites (x,),.y€ X" et (i,),.y€ " telles que :
VneN,x, e JQ

1
i€{ig iy yoriny }

Vne N,B(x,,p)cQ, .

* Pourtousp,ntelsque p>n,ona x,&Q, et B(x,,p)cQ,
Donc "xp —xn" 2p.

Soit alors ¢ : N — N une extractrice.

Alors Vne N,

ne converge pas.
Donc (x,),. n’admet pas de valeur d’adhérence.

Xonst) = Xpm|[2 £ > 0. Donc (x,,),y n’est pas de Cauchy, donc

e Donc X n’est pas compacte, ce qui est contradictoire avec les hypotheses.
(Remarque : on ne pouvait pas raisonner avec la contraposée car on utilise dans le
raisonnement le fait que X est compact — avec le nombre de Lebesgue)

Théoréme :
Réciproquement, si X vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, alors X est compact.

Démonstration :
Par la contraposée :
Supposons X non compact.

Il existe alors (x,),.y € X" qui n’admet pas de valeur d’adhérence, c'est-a-dire :
Vae X,3g,>0,3n,e N,Vpe N,p2n, =[x, —d|2 ¢,
On pose alors, pour tout ae X, €, et n, vérifiant la propriété précédente.

On pose de plus Q, = B(a,€,), qui est ouvert. Ainsi, X C UB(a,ga).

ac X
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Soit maintenant 4 une partie finie de X, posons n, = max{na,a € A}
Pour p2n,,ona Vae A,p2n,

Donc Vae 4,x, ¢ B(a,€,).

Donc x, & UB(a,ea) = UQa

ac A ac A

Donc X ¢ U Q, , et ceci est valable pour toute partie 4 de X.

acA

Donc X n’admet pas de sous recouvrement fini, donc X ne vérifie pas la propriété
de Borel-Lebesgue.

Corollaire :
Soit X une partie d’un evn E. On a 1’équivalence :
(1) X est une partie compacte
(2) Pour toute famille (F}),, de fermés de X telle que ﬂFi =0, il existe J [
iel
fini tel que ﬂFi =0.

ieJ

Démonstration :
Supposons (2), et soit (O,),.; un recouvrement de X par des ouverts de X.

Posons, pour ie I, F; =X \O,. Ainsi, (F,),, estune famille de fermés de X.
Alors, comme X:UOl. ,ona ﬂFi =0.

iel iel
Il existe donc J < I fini tel que ﬂFi =, clest-a-dire X = UOl.
ieJ ieJ

Donc X vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, donc est compact.
Pour montrer (1) = (2), on fait pareil.

E) Applications

Théoreme :
Si (C)),.y est une suite décroissante (au sens de I’inclusion) de compacts non

vides, alors ﬂ C, = (généralisation du théoréme des segments emboités)

neN

Démonstration :

Si (C,),.x est une suite décroissante de compacts telle que ﬂCn =, alors
neN

(C,),en estune famille de parties fermées du compact C, telle que ﬂCn =. Donc il

neN

existe J c N fini tel que ﬂCn =(J . En posant p =max.J , on obtient ﬂCn =C,=02.

neJ neJ

Théoreme :
Soit (a,),. une suite convergente d’un evn E, de limite /.

Alors K = {an,n e N}U{I} est un compact de E.

Démonstration :
Montrons que K vérifie la propriété de Borel-Lebesgue :
Soit (£2,),., un recouvrement d’ouverts de K.
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Il existe alors je I tel que /€ Q..

Alors Q est un voisinage de /, et a, ————/, donc il existe n,€ N tel que
Vn2n,a,€Q,.

Pour n<n,, il existe i, € [ telque a,€ Q, .

Posons alors J = {j}u{in,n € [IO,n0 -1 ]}, fini.

Ainsi, K < JQ, .

ieJ
Donc K vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, donc est compact.

VI Cas de la dimension finie
A) Equivalence des normes

Théoréme :
Soit pe N.

Toutes les normes sur K’ sont équivalentes.

Démonstration :
Supposons p >1. Soit N une norme sur K”, montrons que N ~ N_.
e Montrons que N:K?” — R est lipschitzienne pour N :

Soit x = (x,,x,,..x,) € K"

P
On note (e;,e,,...,) labase canonique de K” : ainsi, x = inei .
i=1
P P
Donc N(x) < Z|xi|N(e,.) <N, (x)z N(e,)
i=1 i=1

k

Ainsi, pour (x,y)e (K”)*, ona |N(x)—N(y)| SNx—y)<EN_ (x—-y)
Donc N:(K?”,N_)— (R,

e Soit S_= {xe K?,N_ (x)= 1}, qui est fermée et bornée pour N_, donc
compacte.
N est continue sur S_, elle y est donc bornée et atteint ses bornes ; il existe donc

x,€ S tel que N(xo)zazi%fN(t) et y,€ S, tel que N(y,)=/LB=supN(?).

teS.,

) est k-lipschitzienne donc continue.

Ainsi, N_(x,)=1,donc x, #0 et & =N(x,)>0.
Donc, pour xe S, a < N(x)<f.

Pour tout xe K’ \{0}, on a ainsi @ < N| —— |< 3
N_.(x)

Soit Vxe K”,aN_(x)< N(x)< BN_(x),donc N~N_.

Corollaire :
Si E est un K-ev de dimension finie p, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration :
Soit (e,,e,,...,) une base de £, on se donne un isomorphisme ¢: K’ — E.
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Si N est une norme sur E, elle induit une norme N'= Nog sur K”, équivalente a

D’autre part, N_ induit une norme N'_=N_o¢@ " surE.
Comme N'~ N_, il est clair qu’alors N ~ N'_.

Les notions d’ouvert, fermé, compact, continuité... sont donc indépendantes de la
norme choisie en dimension finie.

B) Continuité des applications linéaires

Théoréme :
Si E est un evn de dimension finie, et ' un evn, alors L.(E,F)=L(E,F).

Démonstration :
On peut supposer que £ =", ramené a sa base canonique (e, e,,...,) et muni de

lanorme N_ . Soit fe L(E,F).

P
Pour xe E, disons x = Zx,e. ona:

[
i=1

< Sl e < N ).

Ainsi, f'est continue, et |||f||| < i"f(ei)".
i=1

Donc L(E,F)c L.(E,F), d’ouI’égalité, I’autre inclusion étant vraie en général.

Théoréme :
Soient E|,E,,...E des evn de dimension finie, ' un evn.

Soit ¢: E, XE,X..XxE — F n-linaire. Alors ¢ est continue.

Démonstration (pour n=2):
On peut toujours supposer que £, =" muni de sa base canonique (e, e,,...e,) et

E, =K? muni de sa base canonique (fl,fz,...fq).
p q
Soit (x,y)e€ E, XE,, disons x = Zxkek , Y= Zykfk .
k=1 k=1

Alors |p(x, )< Y |x [y |le(x.y)| < KN.ON.(v) = KN..(x, )
1

<i<p
1<j<q

Ou K = Z||¢(xl.,yj)”. Donc ¢ est continue.

1<i<p
1<j<q

Exemples :
(1) Si E est de dimension finie, alors E'= E* (toutes les formes linéaires sont
continues)

Si (e,e,,...€,), (¢*,e,%,..e,*) estune famille de formes lin€aires continues.
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(2) Avec E=M, (K) :
I, - M, () > K est continue.
A-a,

Ainsi, det: M (K) > K est aussi continue.

n

A=Y e@)] @00

oee, i=1
Application :
GL,(K)={4e M (K),det(4) # 0}=det " (K \{0}).
Comme K\{0} est un ouvert, et det est continue, GL,(K) est un ouvert dans
M, (K).
Aussi, SL (K)={4e M, (K),det(4) =1} est fermé.

C) Convergence des suites, compacité, complétude

Théoréme :
Soit £ un evn, de dimension finie p. Soit € = (e, e,,...,) une base de E, et (x,),.y

P
une suite de E, avec Vne N,x, = foj)ei .
i=1

Alors (x,),.y converge si, et seulement si Vie “1, p|],(xff))nEN converge, auquel

p .
cas lim x, = E (lim x")e, .
+o0

n—s-+oo -
i=1

Démonstration :
On identifie £ a B munide N_.

Théoréme :
Les parties compactes d’un evn de dimension finie sont exactement les parties
fermées bornées.

Théoréme :
Tout evn de dimension finie est complet.

Démonstration :
Si (x,),.y estde Cauchy, alors les suites (x” =e, *(x,)),_, sont de Cauchy, donc

convergent dans ¥, donc (x,),. est de Cauchy.

Corollaire :
Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un evn quelconque est fermé, car
complet.

Proposition :
Soit F un sous-espace strict de dimension finie d’un evn E, et ve E.
Alors il existe ye F tel que d(v,y)=d(,F).

Si de plus F en est un sous-espace strict, il existe ve E tel que |M|=d(v,F)=1.
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En effet :
e D¢, il existe (y,),.y€ F" telle que d(v,y,)——>d(v,F)

(puisque d(v, F) =inf(d(v,7)))
ye

Ainsi, la suite réelle (d(v,y,)),.y converge, elle est donc bornée.

Soit M tel que Vne N,d(v,y,)<M .

Ainsi, cela signifie que (y,),. €st bornée.

On peut donc en extraire une sous suite (y,, ),y convergente (car F est de
dimension finie), disons vers /€ F .

On a donc d(v, y,,)) ——=—d (1), donc d(v,l)=d(v,F), d’ou I’existence.

n—>+oo

¢ Si maintenant F’ est un sous-espace strict :
Soit xe E\ F . D’aprés le point précédent, il existe ye F tel que d(x, F) = ||x— y||

Comme F est fermé, on a ||x—y|| #0.

Xy

Ainsi, si on prend v = T onaura ||v|| =1.
=y
. . - 1
Soit maintenant ze F'. On a ||v—z|| = H”i_ 1" —z||= ||x— y|| ||x—y— z||x—y||||

Or, y+ z"x—y”e F . Donc ”x—y— Z||x—y|||| 2d(x,F)= ||x—y||
Donc |v—z]>1

Comme 1 est atteint pour z=0, on a donc d(v,F) = ing

=zl =1=]pM

Théoréme de Riesz :
Soit £ un evn.
Alors §(0,1) est compacte si, et seulement si, £ est de dimension finie.

Démonstration :

Un premier sens est déja évident.

Supposons maintenant £ de dimension infinie.

Alors E n’est pas engendré par une famille finie.

I1 existe donc une suite (x,),_y. de vecteurs libres de E.

On pose alors F, = Vect((x,) kenl,n\]) , de dimension n. (F, = foh

D’apres la proposition précédente, pour tout ne N *, il existe u, € F, tel que :

|| =1 et d(u
(S(0,1)), et n’a pas de valeur d’adhérence :

F_)=1. Alors la suite ainsi définie est dans la sphére unité

no

Pour n, mtelsque n>m,ona u, e F, cF,_, donc ||um —un"zd(un,Fn_l):l.

>1 et donc

Ainsi, pour toute sous suite (u,,),cy, ON & Vr#Em,u,, —u,,
(Uy(n)) e 1est pas de Cauchy, donc ne converge pas.

Donc S(O,1) n’est pas compacte.
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D) Application

R[X] n’est pas complet.
En effet :
Pour ne N, onnote F, =R, [X]. Alors F, est fermé (car de dimension finie), et

on pose O, = R[X]\F, qui est ainsi ouvert.

Lemme : le complémentaire d’un sous-espace vectoriel F strict d’'un evn F
est dense dans F.
Démonstration :

Soit xe E . Montrons qu’il existe (x,), .y € (C,F)" telle que x, —x.
+o0

- Si xe E\F, il suffit de prendre la suite constante égale a x.
- SixeF:
Soit ve C,F . On pose, pour n€ N, x, =x+L1.

n+
Ainsi, Vne N,x, € C.F (carsinon v=(n+1)(x, —x)e F)
Donc (x,),.y € (C,F)", et x, ———x

n—>+oo

Ainsi, dans ce cas, O, est un ouvert, dense dans R[X].

Donc, si R[X] était complet, d’apres le théoreme de Baire, ﬂOn serait dense

neN

dans R[X].
or, (0, =(\RIXI\F, =R[X\| JF, =9
neN neN neN

Donc R[.X] n’est pas complet

VII Connexité par arcs (en dimension finie)
A) Connexité par arcs et convexité

Définition :
¢ Soit £ un evn de dimension finie, x et y des points de E.
On appelle chemin (ou arc) continu d’origine x et d’extrémité y toute application
continue ¥: [0;1] — E telleque y(0)=x et y(1)=y.
e Soit X une partie de E£. On dit que X est connexe par arcs lorsque, pour tout
(x,y)e X*, il existe un chemin continu y reliant x a y et contenu dans X
(c'est-a-dire tel que y([0;1]) < X)

Définition :

e Soient x,ye E. On appelle segment d’extrémités x et y I’ensemble
[x,y]={tx+A=0)y,t[0;1]}c E

e Soit X une partie de E. On dit que X est convexe lorsque
V(x,y)e X°[x,y]c X

Théoréme :
Toute partie convexe est connexe par arcs.
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Démonstration :
Soit X convexe, et (x,y)e X°.
On pose 7:[0;1] > E .
t—>(1—t)x+ty
Alors ¥ est continue, ¥(0)=x, y()=y et ¥([0;1]) =[x, y]c X .
Donc X est connexe par arcs.

Théoréme :

Les parties connexes par arcs de R sont exactement les parties convexes, c'est-a-
dire les intervalles.

Démonstration :

Soit X une partie de R connexe par arcs, (x,y)e X°.

On peut supposer x <y . Soit z€ [x, y], montrons que z€ X .

Comme X est connexe par arcs, il existe un chemin continu ¥ reliant x et y, c'est-a-
dire 7:[0;1] > R continue telle (0)=x et y(I)=y.

Ainsi, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ce [0;1] tel que
Y(c)=z.Donc ze X .

Théoréme :
(1)  Un produit cartésien de parties connexes par arcs est connexe par arcs.

(i) Si Xet Y sont connexes par ¥V, etsi XY #J, alors X UY est connexe par
arcs.

(i) L’image continue d’un connexe par arcs est connexe par arcs.

Démonstration :
e Soient £ et F' des evn de dimension finie.
Soient X c E et Y c F connexes par arcs. Montrons que X XY c EXF est
connexe par arcs. (avec la norme produit N, =min(N,,N.))
Soit ((x,y),(x',y"))e (XxY)*.
Il existe alors un chemin continu y,:[0;1] > X reliant x a x’, et un chemin
¥, [0;1] > Y reliantyay’.
Alors y:[0;1] > X XY est continu, et relie (x,y) a (x',)").
i VAUNAQ)
Donc X XY est connexe par arcs.
e Soient X et ¥ connexes par arcs tels que X NY #J.
Soit (x,y)e (X UY).
Si x,ye X ou x,yeY ok.
Sinon, on peut supposer que xe X, yeY.
Soit alors ze X NY.
Soit  un chemin continu de x a z, %, un chemin continu de z a y.
Alors 7:[0;1] > E est définie et continue sur [0;1]\{1/2} ;
7, (2t)sit<1/2
N
{;fz(Zt—l) sit=1/2
Et comme »,(2x1/2)=y,(1)=z et ,(2x1/2-1)=¥,(0)=z, ¥ est aussi défini et

continue en Y.

De plus, 7(0)=x, y()=y et y([0:1) =1 (01D U0 c X LY.
Donc X UY est connexe par arcs.
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e Soit X une partie de E connexe par arcs, /' de dimension finie et f: X — F
continue. Montrons que Y = f(X) est connexe par arc.

Soit (y,y")e Y*. Il existe alors (x,x')e X* tel que y= f(x) et y'= f(x").

Soit ¥:[0;1] - X un chemin continu de x a x .

Alors ¥'= f oy estun chemin continudeyay’.

Donc Y est connexe par arcs.

B) Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme :
Si X est connexe par arcs, et si f:X — R est continue, alors f(X) est un

intervalle de R.
Ou encore : si fprend sur X des valeurs positives et négatives, alors f's’annule.

Démonstration : )
Résulte du cas plus général vu dans le 3™ point du théoréme précédent.

Application :

Si X est une partie connexe par arcs d’un evn E, alors les seules parties de X qui
sont a la fois ouvertes et fermées sont X et & .

On dit dans ce cas que X est connexe

Démonstration :
Par I’absurde :
Si X posséde une partie A¢ {X, D} a la fois ouverte et fermée, alors A est fermée

non vide, et B= X\ 4 est fermée non vide (dans X). Posons f: X - R .
x—=d(x,A)—d(x,B)

Alors f'est bien définie (car 4 #J et B+ ), et 2-lipschitzienne.

Donc f'est continue.
Pour xe 4,ona f(x)=-d(x,B)<0 (car B est fermée)

Pour xe B,ona f(x)=d(x,4)>0 (car 4 est fermée)
Or, X = AU B, donc fne s’annule pas sur X, ce qui est impossible.
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