Chapitre 12 : Déterminants

Ici, K désigne un sous corps de C (généralement R ou C), et n un entier naturel > 2

I Applications n-linéaires

A) Définition

Soient E et F deux ®-ev. Une application n-linéaire de E" dans F est une
application :
Q:EXE.E—>F

(uy,uyt,)) = Py, u,..u,)
Telle que :
Pour tout U = (u,,u,...u, ), les n applications partielles :

@, E>F , obtenues pour i € Hl,n], sont linéaires.

Vi (U Uy, Y, )

Exemple : 2-linéaire = bilinéaire
¢: EXE — F est bilinéaire lorsque :
Vve E,.Y(u,u')e EXE,NAe K, ¢(u+ Au',v) = d(u,v)+ Ad(u',v)
eto(v,u+ Au') = ¢(v,u) + Ap(v,u")
Exemple :
R* >R estbilinéaire
(X, y) = xXy
Proposition : si ¢ : E" — F est n-linéaire et, pour (u,,u,..u,)€ E", sil’'un des u,
est nul, alors @(u,,u,..u,)=0

En effet, ’application v — @(u,,u,..u, ,v,..u,) estlinéaire donc nulle en 0.

B) Application n-linéaire antisymétrique

Soit ¢: E" — F n-linéaire.

Alors ¢ est antisymétrique < V(i, j) e Hl,n]z, i#j=> Qu..u. ;) =—P(u..u,..u..u,
deéf ~ o= o
i j i J
Proposition :

Soit ¢: E" — F antisymétrique. Alors, pour toute permutation ce€ € , et tout

n?

(up,uy 1) € E" @)Uy gy tin) = EO)XP(uy,uy..,) , 00 £(0) est la signature de
c.
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Démonstration : montrons par récurrence que Vke N, « pour toute permutation
o€ @, se décomposant en produit de k transpositions, et tout (u,,u,..u,)€ E",

¢(u6(1) ,ua(z)...ug(n)) =&(0)xP(u,,u,..u,) »(Pk))
* P(0) ok (la seule transposition qui se décompose en produit de 0 transpositions
est I’identité, de signature 1)

* P(1) : définition de antisymétrique
* Soit ke N, supposons P(k). Soit alors 0 € & s’écrivant 7,07, 0...07, o7, ,,,
ou les 7, sont des transpositions. Soit 6'=7,07,0...07, et T=7,,,.
Soit (u,,u,..u,)e E". Alors :
Py (1) U2y Uer(ny) = Py U o2+ Hor(eny))
= ¢(u'r(1) ’u"r(Z)"‘u"r(n) )
ou on anoté u'; =,
=—@(u'|,u'y..u'))
== P(Ug1)s Uiy U gr))
=-&(o")P(u,u,...u,)
= £(0)H(uy ty..,)
Exemple : le produit vectoriel :

EXE —E . . .1 . . .
, ou E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, est
u,v) > unv

une application bilinéaire antisymétrique.

C) Applications n-linéaires alternées

Définition : soit ¢: E" — F n-linéaire.

]

Alors ¢ est alternée < Pour tout (u,,u,.u,)e E", si il existe i,je Hl,n
def

distincts tels que u, =u, alors @(u,,u,..u,)=0

Proposition : Alternée < antisymétrique
Démonstration :
(1) Supposons ¢ alternée.

] distincts. On a :

Soit (u,,u,..u,)e E", soient 7, j € Hl,n
Py, uy. (u, +uy)..(u, +u;).u,)=0
J J
=@y (u +u )y u,) + Py uy(u +u)u )

=Py byt )+ Py, 0y vy,
=0

Done @(u,,uy.vtjotdyot,)) = =P(u Uyt d ., )
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(2) Supposons ¢ antisymétrique. Soit (u,,u,..u,)€ E", supposons qu’il existe
i,je Hl, n|] distincts tels que u, =u .
Alors @(u,,uy..tt;..ut;..,) = =G, Uy U, U, ,) .

Donc @(u,,u,..u,..u,;..u,)=0 (car K est un sous corps de C donc 2#0)

Remarque : I’'implication antisymétrique = alternée est fausse lorsque K est par
exemple 7 /27, c'est-a-dire un corps de caractéristique 2 (d’ou I’intérét d’avoir deux
définitions)

D) Formes n-linéaires alternées en dimension 7.

On s’intéresse a ¢: E" — K, n-linéaire alternée lorsque E est un K-ev de
dimension n. On dit alors que ¢ est une forme n-linéaire alternée sur E (pas ")

Etude :
Soit B =(e,,e,,...,) une base de E.

Soit (u,,u,..u,)e E", et A=mat((u,,u,...u,),B)

Ainsi, Vje Hl,n],uj =Zn:aijel_ .Ona:
i=1

n n
O(u,,u,y..u,)= ¢(Z a,e;,u,..u,)= Za“(/ﬁ(ei,uz...un
i=l i=l

n n
= Zaill Zai22¢(eil 2 €, -y
i=1

i=1

n

n
= Z:al.llczizz¢>(eil 1€ )

i=1 \Uiy=1

n n n

ZzzaillaiZZaiS3¢(6il »€;,5€; )

iy=1 iy=1iy=1
z a;,a, ...a,.”n(b(el.1 N~ )
(iy iz iy el 1| ]!
(On a utilisé uniquement le fait que ¢ est n-linéaire)
Ainsi :
Py uy.t,) = @119 12278 (1 (€€ 2y € o))
fei?([‘l,n‘ ,Hl,n”)

=0 pour f non injective
car ¢ est alternée

= Z As1),1%2)2 A s(nyn ¢(ea(1) 5€5(2)++Co(n) )

>
oe@,

Z g(o-)aa(l),] A52)2 Asnyn Pe,,e,..e,)

>
oe@,
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II Déterminant dans une base d’une famille de n vecteurs

Ici, E est un K-ev de dimension #.

Théoréme :
Soit B =(e,,e,,...,) une base de E.
Alors :

(1) 1l existe une et une seule forme n-linéaire alternée qui prend la valeur 1 sur ®. Elle
s’appelle det, (déterminant dans la base )

(2) Pour toute forme n-linéaire alternée ¢ sur E, on a, pour tout (u,,u,..u,)e E" :

O, u,..u,) =dety (u,,u,..u,)de,e,..e,)

Démonstration :
(1) Unicité : si A est une forme n-linéaire alternée qui prend la valeur 1 sur &, alors,
y . . n _
nécessairement : V(u,,u,..u,)e E",A(u,,u,..u,) = zg(a)aa(l),laa(z)’z...aa(n),n
oe@,

(d’apres I’étude), ou 4 = (a;) = mat((u,,u,..u,),B). D’ou 'unicité.
Vérifions que A défini par cette formule est n-linéaire alternée
® A estn-linéaire : ok. C’est une forme n-linéaire : ok
Par exemple : linéaire par rapport a la premiere variable :
Soient u,,u,..u, de composantes données par la matrice 4, u', de composantes les a'; |

et Ae & .On aalors :
Ay + 'y uy.u, ) = 28(0)(00(1),1 + }‘a'a(l),l )aG(Z),Z"'aO'(n),n

oe@,
= ZS(O-)GO'(I),IGO'(Z),Z“'ad(n),n +4 ZS(O')a'G(l)J A5y Ao
e, €@,

=A(u,,uy..u,)+ AAW', ,u,..u,)
® A estalternée :
Soit (u,,u,..u,)e€ E", supposons u, =u; avec i < j. Soit 7 = (i, j)

A(uy,uy..u,) = Z g(o-)aa(l),laa(Z),Z <8y

oe@,
= Zaoa),laa(z),z---am),n - Za(f(n,l%(z),z---%m,n
o€ A, oe@ \4,

Or, I’application ¢ = o o7 constitue une bijection de 4, vers €, \ 4, . Ona donc :

Auy,u,..u,) = Zao‘(l),lac(Z),Z"'aa(n),n - Zaco‘r(l),lao‘or(Z),Z"'aaor(n),n

oed, oed,

Mais, pour tout o€ 4, :

A gor (1% oor(2)2 Aoz (iAo Coorimn = Co1%o2)2Co( i o Pomn
= )19 202 ey Ao~ Coimn
(caru, =u; donc Vk e Hl, n|], a, =ay)
= )19 202 Ao Po(i o

* Ale,e,,.e,)=1:

Si A=1,(=mat(®,¥)), les produits a,,,d,0,)2-boi)ibo( )0 sont tous nuls

o(n),n

sauf pour o =1d, ou il vaut 1.
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(2) Résultat de 1’étude

Exemples :
® Soit £ de dimension 2, & =(e,,e,) une base de E. Soient u,,u, deux vecteurs de £,

as as 12 9

a ay; ay Ay I
de composantes ( j et ( j Alors A:mat((ul,uz),%)z( ] Ainsi,

dety (u),u,) =a,,a,, —aya, (&, = {Id’Tl2 })

¢ Soit £ de dimension 3, ®B=(e,e,,e,) une base de E. Soient u,,u,,u,€ E.
a, 4y 4y
A=mat((u,u,,u;),B)=\a,, a, a, |, S ={d,(1,2,3),(3,2,1),(1,2),(2,3),3,1)}
a3 4y Ay paires
Donc dety (u;,1,,u3) = a,ay 053 + @y 30,5 + a5,0,,05,

—0y,A1,033 = 0y A3 0y3 — A3 Ay Ay

Théoréme (Chasles)
Soient B,¥' deux bases de E. Alors, pour tout (u,,u,..u,)e E" :

dety, (u,,u,..u,) = dety (B)xdety (u,,u,..u,

Démonstration : On applique le 2°™

O(u,,u,..u,)=dety(u,,u,..u,)de,e,..e,)
—_— —_—

detg: (uy,u5...1,) det g, (B)

résultat du théoréme avec ¢ = dety, :

Théoreme :
Soit & une base de E. Soit (u,,u,..u,)e E".

Alors (u,,u,..u,)estliée < dety (u,,u,..u,)=0

Démonstration :
® Si (u,u,..u,) estliée, alors 'un des u,, disons u; est combinaison linéaire des

autres : u; = Z‘Ia’iui .
e[|, M}

Alors dety (u,,u,...u,) =dety (u,,u,... Z‘la,.ui...un) = Za,. dety (u;,u,..u;..0,) =0
ie[taMs} i#] b

e Si (u,u,..u,) estlibre, elle forme une base ¥’ et alors :

dety, (u,,u,..u,) =dety (B)xdety (u,,u,..u,)

—

Donc dety, (u,,u,..u,) #0
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111 Déterminant d’un endomorphisme

Ici, E est un K-ev de dimension #.

Théoréme et définition :
Soit pe L(E), soit B =(e,,e,,...,) une base de E.

Alors la valeur de dety (¢(e,),@(e,)...¢9(e,)) ne dépend pas du choix de 8. On ’appelle
det(@)

Démonstration :
Soit B’ = (€', ,€',,...e', ) une autre base de E. Alors :

dety (9(e', ), p(e'y)..p(e', ) = dety (€', €5..e', ) X dety (@(e, ), ple,)..(e,))
(selon la 2°™ partie du 1* théoréme du Il avec @ : (u,,..u, ) > det . (@(u,),..0(u,)),
appliquéen (e', ,€',...', ))
= dety (@(e,), p(e,)...9(e,)) (Chasles)
Ainsi, si 4 = mat(p,®), alors det(@) = dety (@(e))...0(e,)) = 25(0')%(1),1---%<n>,n

oeQ,

Théoréme :
Soient @, € L(E). Alors :

(1) det(@ o) = det(@) x det(y)
(2) det(Id,) =1

1
det(¢)

(3) e GL(E) & det(p) # 0, et dans ce cas det(¢p™') =

Démonstration : Soit 8 = (e,,e,,...e,) une base de E.

(1) det(poy) =dety(@oyle),@oy(e,). poyle,))

e Sila famille (w(e,)),¥(e,).. ¥ (e,)) estliée, alors det(y) = 0. D’autre part, la famille
(pow(e),poy(e,)..pow(e,)) est aussi lice. Donc det(¢@oy)=0 aussi. Donc
det(@ o y) = det(@) x det(y) (= 0)

e Sila famille des (w(e,),w(e,)..w(e,)) est libre, elle constitue une base B’ de E, et :

dety(@oy(e),poy(e,)..poy(e,)) =dety (B)Xdety (o (e),@oy(e,)..0op(e,))

det(poy) det(p) det()

(2) Immédiat
(3) Si pe GL(E), on peut introduire ¢".
Alors 1=det(Id, ) = det(po @) = det(p) x det(¢")

Donc det(¢) # 0 et det(¢p™) =

1
det(¢)
Si ¢& GL(E), alors (¢(e,), (e, )...0(e,)) estliée, donc det(¢) =0
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IV Déterminant d’une matrice carrée
A) Définition et propriété

Definition : soit 4=(a;)e M, (K)

Alors det(A)djf ZS(O‘)aG(I),lam),Z...a,,(n),n

oe@,

Proposition :
Soit £ un K-ev de dimension n, et 8 =(e,,e,,...,) une base de E.
Soit (u,,u,..u,)e E" tel que mat((u,,u,..u,),B)=A4.

Soit @ e L(E) tel que mat(¢,B) = 4
Alors : |det(A) = det(@) = dety (u,,u,,...u,)

Propriétés : soient 4,Be M, (K)

Alors :

det(4B) = det(A4)xdet(B); det({,)=1

1

A est inversible < det(4) # 0, et dans ce cas det(4™") =
det(A)

det(‘A) = det(A)
Démonstration : les trois premiers sont immédiats en passant par les

endomorphismes.
On note ‘A = (b,), ou V(i, j)€ [LA[[',b, =a,
On a donc :
det('4) = zg(o-)ba(l),lbo(Z),Z"‘bO'(n),n
oe@,
= zg(o-)al,a(l)GZ,O'(Z)"‘an,O'(n)
oeQ,

Soit o€ @, . Pour tout pe & ,ona:

Apm.o(p?p@1.0(p2) Apm.opim) = No)@2.0(2) o)
(simple permutation de I’ordre des termes du produit)
Donc det('d)= ) &(0)a

oeQ,

0’1(1),1a0’1 (2),2"'ao"1(r1),n
De plus, 1 =&(c™' 0 0) = (07" )x&(0)
Donc £(c™') = L £(0)

(o)
Doncdet('d) = Y (o' )a

=
oe@,

= Z 8(6' )aa'(l),lao'(Z),Z . "aO"(r1),r1

P
o',

= det(4)

o (1),lao"' (2).2°" 'aa" (n).n
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B) Propriétés portant sur les colonnes et les lignes
1) Sur les colonnes

Notation :
C,,C,...C, étant les colonnes de 4 M, (K),onnotera 4=[C,,C,..C,].

Résultat essentiel :
det(A4) =dety (C,,C,...C,), ou B est la base naturelle de M, (K)

Donc les déterminants d’une matrice est une forme n-linéaire alternée de ses
colonnes. Ainsi, le déterminant est linéaire par rapport & chaque colonne :
det[C,,C,..C; + AC",...C,]=det[C,,C,..C,...C, ]+ Adet[C\,C,..C";...C, ]

Et ¢’est une forme linéaire alternée :
det[C,,C,..C,..C,..C, 1=0

etdet[C,,C,..C,..C;..C,]==det[C,,C,..C,..C,..C, ]
etdet[C,,),Co)-Copn]= 8(0‘) det[C,,C,...C, ]
et aussidet[C,,C,. ZO{ C..C,]

i#j

J

Du coup, pour les transformations :
* C, < C, + AC; ne modifie pas le déterminant :

det[C,,C,...C; + AC,..C,]= det[C,,C,..C,..C, ]+ Adet[C,,C,..C, ..C, ]
——

i

* C, < aC, « multiplie le déterminant par & »

* C, ¢ C; «multiplie le déterminant par -1 »

2) Sur les lignes

Mémes résultats obtenus par transposition

C) Déterminant d’une matrice triangulaire

A 0 ... 0

o 0 4 .

Cas d’une matrice diagonale : 4 = —_— 0
0 ... 0 4,

det(A4) = A44,..4, (si o #1d, alorsa, a5 Agn, =0)
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a, - - -

Cas d’une matrice triangulaire : 4 =

Soit o0 &,

Supposons que @, ;) ,d 2, --d #0
Alors :

o(l)=1(sinono(l)>1leto(l) =0)

o(2)<2eto(2) # 1 donc o(2) =2

o(n),n

Donc o =1d

Donc det(4) =a,,a,,...a

si ses coefficients de la diagonale sont tout non nuls.

On retrouve le fait que A4 est inversible si et seulement

n,n*

Notation :
a, a, .. a,
a a a
2,1 2,2 2,
detA=| . !
Ay e ..o a,,

Conséquence : méthode pratique : le pivot de Gauss pour calculer le déterminant.

Exemple :
2 1 1 3
1 -1 3 ére ___« , ,
L 5 { 3 17" méthode exclue : formule développée...
1 1 2 =1
2 1 1 0O -1 -3 5 0 0 -6 3
1 -1 3 B 0 -2 1 9 B 0 0 -5 5
1 2 -1 -3 17 0 1 -3 -2 T o1 -3 -2
L«L—-L L<«L+2L
1 1 2 -1 L;_é_r;l 1 2 -1 i1<—L21+L331 1 2 -1
LeL=2L,
0 0 -3 3 1 1 1 -1
00 0 5 , 01 =5 =2
= = (-1)’x =15
T o1 -3 -2 7 0 0 -3 3
Y —1%;:2 00 0
L,L,
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V_Développement selon une rangée
A) Petit lemme

al 1 al,n—l O
a 0
. 2,1 2,n-1
Soit 4= SR
an,l an,n—l 1
Alors :

det(4) = 28(0)00(1),1‘10(2),2---aa(n),n

oe,

= Z E(0)a 11195202 Aoy

oe@, ,

o(n)=n
= Zg(o-)aa(l),laa(Z),Z"‘at)'(n—l),n—l x1
oe@, |
= det(B)
Ou B est la matrice extraite de 4 en enlevant la dernic¢re ligne et la derniére

colonne.

B) Développement selon une colonne

]

Soient 4 =(a,)e M,(K), ke [ln

La colonne C, s’écrit:

1 0 0
0
C.=a, I Y N e o Y I
0 0 1
——
=E, =E, =,
=>a,FE

i=1

Donc det A =det[C,,C,..C,]1= Y a,,det[C,,C,..E,..C, ]
——

i=1 A

Hi k

]» det 4= Zn‘, Ak

i=1

Ainsi, Vke Hl,n
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X = - : - = —1 n—k -
Hi i— 1 0 D i— 1
C.C.,..C,

— 0 pkerrlhllltés 0
k circulairement
0
= (D)X = (<) det(4,,)
1

ou A, estextraite de 4 en « barrant » la i-€me ligne et la k-iéme colonne.

Vocabulaire : g, est le cofacteur du terme d’indice 7,k

Exemple :
a al a'l
A=|b b b"
c c' cll
2 bl b'l al a'l al a'l
det A=ax(-1) Xc‘ c”_bxc' ”+c><b' b
+ - +
Pour les signes : forme de damier avec un + en haut a gauche : | — + -—
g g
+ - +
") a a” a aH
ou det 4 =—a'x ”+b'>< ”—c'xb B
c c c

C) Développement selon une ligne

Avec les mémes notations : det 4 = Z a, ity
j=l
Démonstration :
det(A4) = det('4) avec ‘4=(a'; ;)
= Za'i,k My = Za'i,k (D™ det(4',,)
i=1 i=1
= a,, (- det(’4, ) = Y a, (=) det(4, )
i=1 i=1

n
= Z Ay iy
il
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VI Application a ’inverse d’une matrice carrée (si inversible)

Soit Ae M, (K)
Proposition :
], ona:

Pour tous i, j € Hl,n

Z": Osii#j
a. . =
2o bikHin = et Ay sii =

i Osii#j
a, . .=
— it det(A)sii=j
Démonstration :

(1) :Sii=j,onreconnait le développement selon la i-eéme ligne du déterminant de A.

Si i # j, on reconnait le déterminant, développé selon la j-¢éme ligne, de :

Obtenue a partir de 4 en faisant la transformation L, <~ L, (non élémentaire !)

(En effet, les cofacteurs des termes de la j-éme ligne de A’ sont les mémes que les
cofacteurs des termes de la j-iéme ligne de A4)
(2) : On le démontre de la méme maniere avec la matrice 4’déduite de 4 en faisant la
transformation C, < C;

Conséquence :
Notons M =(u, ;)€ M, () (M s’appelle la comatrice de 4, notée com(4))

Les formules précédentes disent : Ax'M = det(A4).I, et ‘M x A =det(A).I,
Ainsi, si A¢ GL,(K),'Mx A= AXM =0,,

Et, si 4 est inversible : |4~ = 1 ‘M = ! "(com(A))
det(A) det(A)
Exemple :
1 2 1
A=|-1 1 2. A4 est-elle inversible, si oui quel est son inverse ?
1 -1 2
4
com(A4)=|-5 . Dé&ja, det(A)=1x4+(-1)x5+1x3=12#0. Donc A4 est
3
inversible. On continue :
4 4 0
com(4)=|-5 1 3
3 -3 3
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4 -5 3
Donc 4™ = L 4 1 =3
2 0 3 3

Cas particulier a connaitre :

a c d -b
A=(b d] ; det(A)=ad —bc ; comA=( J

-c a
) 4 1 d -c o,
Si det(4)#0, A~ = (correspond en fait a un échange entre a et d,
ad—-bc\-b a
et une multiplication de b et ¢ par -1)

VII Formules de Cramer

Soit Ae M, (K), inversible.

On s’intéresse au systéme :

X b, X b,

b b
(S): 4 xf = :2 , de solution x:z =A4" :2

X b X b

Or, A = ! ‘(com(A))
det(A)
la matrice obtenue a partir de A
1 en remplacant sa p-iéme colonne
z 4 b= def .
de tAe L det 4 (cad celle des coefficients de x )
'transposee
par la colonne du 2™ membre
Exemple :
6x+3y+4z=1
(S):<5x=Ty+5z=2
S5x+3y+3z=0
6 3 4
Matrice dusysttme : A=|5 =7 5. det(4)=14
5 3 3

Donc (S) est de Cramer, et :

1 b 30 15
x=—2 =7 5——( —7x3-5%x3-2(9-12)) = =——

14 14 14 7

0 3 3
6 1 4
-1 5 2 5= —( (5X3-5%5)+2(6x3-5%x4)) = 6 é

4 14 5 0 3 14 7
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R 22
z=—|5 -7 2/=—(15+35-2(18-15)) =2

14 14 7
5 3 0

VIII Complément : polynome caractéristique d’une matrice carrée

Soit 4=(a;)e M,(K).Onnote / =1,
Pour tout A€ K, on pose P(A)=det(4—Al)

Alors :
La fonction A+ P(A) est polynomiale en A, de degrén :

a,-A a, .. a,
s, ay, = A a,,
P(A)= !
a,, e, —A
p— ' |l |l
= (al,l - 2)(“2,2 _/1)~~-(an,n -+ Zé‘(d)a o1 A s2)2 A 5(nn
oe@, \{1d}
oua, =a,;sii#jeta',,=a,  —A sinon

Coefficient de X" : (-1)"
Coefficient de X : P(0) = det(A4)
Coefficient de X" :

Z&‘(O')cz'a(l),1 @' 53)0-@ g, €St polynomial en A, mais de degré <n—2 : si une
oe@, \{1d}

permutation o fixe n—1, alors elle fixe le n-iéme aussi, donc o =1d

Donc le coefficient de X" vaut: (-1)""> a,, =(=1)"" X Tr(4)
i=1
Soit f'e L(E) ou E est un K-ev de dimension finie #, ® une base de £, 4 = mat(f,D).

Alors le polyndme P caractéristique de 4 ne dépend pas du choix de & (on I’appelle le
polyndme caractéristique de f). En effet, pour tout A€ K, P(A) =det(4—Al) =det(f — A1d).

On a les équivalences :
Aestracinede P < det(f — Ald) =0

< [ — Ald est non bijective

& f — Ald est non injective

& ker(f - Ald) # {0}

< Jue EN{O}, f(u) = Au
(ﬁ? A est valeur propre de f)

Si P admet » racines distinctes deux a deux, alors il existe une base ¥’ de E dans
laquelle la matrice de f'est diagonale :
Notons A,,4,,...4, ces racines.
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On peut introduire u,,u,,..u, € E\{0} tels que Vk e []l,nﬂ, fu,)=Au,
Montrons que (u,,u,,...u,) est libre.

Pour cela, montrons par récurrence que Vk e Hl, n|], (u,,u,,..u,) estlibre.

e pour k=1,o0kcar u #0

® soit ke Hl,n —1|], supposons que (u,,u,,...u, ) est libre.

Soit (u,, i, ,... ;.)€ K", supposons que f,u, + tyu, +...+ g, u,,, =0 (1)
Alors, en appliquant f; ona : g, Au, + A u, +..+ A, =0 (2)
Puis en faisant 4, (1)—(2) :

My (A = Ay + iy (A = A Juy + oty (A = Ay, =0

DoncVie Hl,k
Enfin, y¢,,, =0 car u,,, #0

], M, =0, carles A sont distincts deux a deux, et (u,,u,,...u, ) est libre.

Donc (u,,u,,..u,,,) estlibre, ce qui achéve la récurrence
Donc (u,,u,,...u,) estlibre, de cardinal n. c’est donc une base de E.
De plus, par construction, la matrice de f'dans cette base est diagonale :

A 0 ... 0
A= (.) .’12

: . . 0

0o ... 0 4

n

Exemple ou P a n racines non distinctes et /' n’est pas diagonalisable :

1 1 ... 0

0 1 " .
Pour ne N*,onnote 4, =| . . . | eM, (K)

0 ... 0 1

Alors P(A)=det(4, —Al,)=(1—-A)". (matrice triangulaire supérieure)
On doit donc trouver 8'= (e, e,,...e,) tel que :
A 0 ... 0
0 A4 .
mat(f,8')=| . .
. . 0
0 .. 0 A
]: fle)=4e,.

Comme ¢, =0, A, estracine de P, donc 4, =1.

Mais alors, pour tout k € Hl, n

Donc mat(f,®"')=1,, ce qui est impossible.
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