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Résumé

Ce document traite de trois objets inclus dans le package pst-solides3d et permettant de des-
siner sur une sphère ou bien sur un globe terrestre conjointement alors avec le package pst-map3d :

– des arcs sphériques ;
– des triangles sphériques ;
– des géodésiques de la sphère (grands cercles).
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1 Coordonnées sphériques
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x = R cosθ cosφ
y = R sinθ cosφ
z = R sinφ

2 Arcs sphériques

Ce sont des arcs de grand cercle dessinés sur la sphère. On repère les extrémités de l’arc par les
coordonnées sphériques, en définissant le triplet :

\pstVerb{ /CoorA {rayon longitude latititude} def}%

dans une commande \pstVerb. Le nom /CoorA est arbitraire, évitez toutefois de choisir une lettre
simple. Les angles sont en degrés.

L’objet est nommé object=trigospherique et possède deux paramètres :

– definition=arcspherique ;

– args=CoorA CoorB .

Le second contient les coordonnées sphériques des extrémités de l’arc. Dans l’exemple suivant, on trace
3 arcs sphériques reliant les villes de Paris, Alexandrie et Dakar sur le globe terrestre. On dessine ainsi
le triangle sphérique dont les sommets sont les villes choisies.

Dans cet exemple le package pst-map3d est utilisé conjointement. Il faut donc respecter les corres-
pondances suivantes, avec le paramètre SphericalCoor activé pourpst-solides3d :
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pst-map3d pst-solides3d

THETA viewpoint=D THETA PHI

PHI viewpoint=D THETA PHI

Dobs viewpoint= D THETA PHI

Decran Decran

Par défaut le rayon du globe terrestre est fixé à Radius=5 . Il faudra donc une valeur identique à celle
introduite dans les coordonnées sphériques des extrémités de l’arc.

Le problème de la localisation sur le disque dur, du répertoire contenant les fichiers de données
datas permettant le tracé de la mappemonde terrestre avec pst-map3d, peut poser problème. Soit on

donnera son adresse absolue sur le disque dur dans le paramètre : \psset{path=...} , soit l’adresse

relative. Dans cet exemple ce répertoire ce trouve inclus dans le même répertoire que celui du fichier de

travail : path=datas .
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Paris

Alexandrie

Dakar

1 \begin{pspicture}(-6,-6)(6,6)

2 \psset{unit=0.75,maillageColor= 0 0 0 }% noir

3 \WorldMapThreeD[PHI=30,THETA=-10,increment=5,level=2]%

4 \pstVerb{/CoorA {5 2.33333333333 48.8666666667} def % Paris

5 /CoorB {5 29.9166666667 31.2166666667} def % Alexandrie

6 /CoorC {5 -17.4333333333 14.6666666667} def}% Dakar

7 \psset{SphericalCoor,viewpoint=20 -10 30,Decran=25}

8 \psset{linecolor=red}

9 \psSolid[object=trigospherique,

10 definition=arcspherique,linewidth=2\pslinewidth,

11 args=CoorA CoorB]%

12 \psSolid[object=trigospherique,

13 definition=arcspherique,linewidth=2\pslinewidth,

14 args=CoorA CoorC]%

15 \psSolid[object=trigospherique,linewidth=2\pslinewidth,

16 definition=arcspherique,

17 args=CoorB CoorC]%

18 \NormalSphere(5,2.33333,48.87)%

19 \psPoint(xP,yP,zP){P}\uput[l](P){\small\yellow Paris}

20 \NormalSphere(5,29.9,31.2)%

21 \psPoint(xP,yP,zP){P}\uput[dr](P){\small\green Alexandrie}

22 \NormalSphere(5,-17.43,14.7)%

23 \psPoint(xP,yP,zP){P}\uput[l](P){\small\yellow Dakar}

24 \psset{transform={1.5 mulv3d},linecolor=black}

25 \NormalSphere(3.33,0,90)% le pôle Nord

26 \end{pspicture}
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3 Triangle sphérique

Pour marquer les angles, on utilise le package pst-eucl.
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1 \psset{unit=0.75}

2 \psset{lightsrc=10 0 10,SphericalCoor=true,viewpoint=50 -20 30,Decran=50}

3 \begin{pspicture}(-6,-6)(6,6)

4 \psframe(-6,-6)(6,6)

5 \pstVerb{% r, theta, phi

6 /CoordA {5 2.33333333333 48.8666666667} def % Paris

7 /CoordB {5 29.9166666667 31.2166666667} def % Alexandrie

8 /CoordC {5 -17.4333333333 14.6666666667} def}% Dakar

9 \psSolid[object=sphere,r=5,action=draw,

10 tracelignedeniveau=true,hauteurlignedeniveau=0,

11 linewidthlignedeniveau=2,couleurlignedeniveau=red,ngrid=15 36]%

12 \psSolid[object=trigospherique,linecolor=blue,

13 definition=trianglespherique,linewidth=2\pslinewidth,

14 args=CoordA CoordB CoordC]

15 \psPointSphere(5,2.33333,48.87){A}\uput[u](A){$A$}

16 \psSolid[object=ligne,linestyle=dashed,

17 base=0 0 0 xP yP zP]%

18 \psPointSphere(5,29.9,31.2){B}\uput[r](B){$B$}

19 \psSolid[object=ligne,linestyle=dashed,

20 base=0 0 0 xP yP zP]%

21 \psPointSphere(5,-17.43,14.7){C}\uput[d](C){$C$}

22 \psSolid[object=ligne,linestyle=dashed,

23 base=0 0 0 xP yP zP]%

24 \psPoint(0,0,0){O}\uput[l](O){$O$}

25 \pstMarkAngle[LabelSep=0.8,linecolor=cyan]{A}{B}{C}{$\beta$}

26 \pstMarkAngle[LabelSep=0.8,linecolor=red]{C}{A}{B}{$\alpha$}

27 \pstMarkAngle[LabelSep=0.8,linecolor=green]{B}{C}{A}{$\gamma$}

28 \end{pspicture}
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4 Les géodésiques de la sphère

Les grands cercles sont déterminés par deux points de la sphère. Ce sont donc les coordonnées

sphériques des deux points choisis que l’on passera dans le paramètre : args=CoordA CoordB , le

second paramètre qui activera le tracé est definition=geodesique_sphere .

1 \begin{pspicture}(-5,-5)(5,5)

2 \psset{unit=0.75,maillageColor= 0 0 0 }

3 \WorldMapThreeD[PHI=0,THETA=10,increment=5,level=2,maillage=false]%

4 \pstVerb{% r, theta, phi

5 /CoordA {5 2.33333333333 48.8666666667} def % Paris

6 /CoordB {5 29.9166666667 31.2166666667} def % Alexandrie

7 /CoordC {5 -17.4333333333 14.6666666667} def}% Dakar

8 \psset{SphericalCoor=true,viewpoint=20 10 0,Decran=25}

9 \psset{linecolor=red,linestyle=dashed}

10 \psSolid[object=trigospherique,

11 definition=geodesique_sphere,

12 args=CoordA CoordB]%

13 \psSolid[object=trigospherique,

14 definition=geodesique_sphere,

15 args=CoordB CoordC]%

16 \psSolid[object=trigospherique,

17 definition=geodesique_sphere,

18 args=CoordA CoordC]%

19 \psset{linecolor=blue,linestyle=solid,linewidth=2\pslinewidth}

20 \psSolid[object=trigospherique,

21 definition=trianglespherique,

22 args=CoordA CoordB CoordC]%

23 \end{pspicture}
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5 Relations fondamentales

Dans le livre de Henri Bouasse : Cours de mathématiques générales, publié en 1 920, il y a de superbes
figures et d’excellentes démonstrations qui n’ont pas pris une ride.

Les pages 95 à 102 sont consacrées à la trigonométrie sphérique. Les dessin ci-dessous sont des
reproduction des figures 53 et 54. Voici un extrait de ces pages :

« On appelle triangle sphérique une portion ABC de sphère limitée par des arcs de grands cercles
a, b , c . C’est la figure tracée sur la sphère par trois plans qui passent par le centre. Les arcs a, b , c ,
s’appellent les côtés du triangle ; nous les supposerons toujours moindre qu’un demi-cercle. Les angles
dièdres A, B, C, sont les angles du triangle sphérique.

« Nous pouvons toujours prendre pour unité le rayon de la sphère sur laquelle se trouve le triangle
sphérique ; les longueurs des arcs a, b , c , sont alors mesurées par des nombres qui sont les arcs au sens
trigonométrique du mot.

« Par le centre de la sphère, menons trois droites perpendiculaires aux plans a, b , c . Elles coupent la
sphère en six points, deux à deux placés aux extrémités d’un diamètre. En choisissant convenablement
les extrémités A′, B ′, C ′, nous pouvons former un nouveau triangle dont les côtés sont encore inférieurs
à un demi-grand cercle et qu’on appelle triangle polaire du premier ; réciproquement, le premier est
polaire du second. On vérifiera immédiatement que les côtés des triangles sont supplémentaires des
angles de l’autre :

a′+A = a+A′ = π,
b ′+B = b +B ′ = π,
c ′+C = c +C ′ = π.

« Donc toute relation démontrée entre les angles et les côtés d’un triangle sphérique quelconque, devant
s’appliquer également bien à l’un et l’autre triangles polaires, subsiste quand on y remplace les angles
par les supplémentaires des côtés, et les côtés par les supplémentaires des angles. »
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« Soit ABC un triangle sphérique. Menons un plan par le sommet A perpendiculaire à l’arête OA.
Les droites AB ′ et AC ′ sont tangentes en A aux arcs de grand cercles c et b . On a donc par définition
(voir la petite figure en haut et à droite) :

AB ′ = tan c ,

AC ′ = tan b ,

OB ′ = sec c = 1÷ cos c ,

OC ′ = sec b = 1÷ cos b .
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Dans les triangles AB ′C ′ et OB ′C ′ on a :

B ′C ′2 = AB ′2+AC ′2− 2AB ′ ·AC ′ · cos A

= OB ′2+OC ′2 − 2OB ′ ·OC ′ · cos a. (1)

« Dans les triangles rectangles AC ′O, AB ′O, on a :

AO = 1; OC ′2 = AC ′2+ 1, OB ′2 = AB ′2 + 1,

Substituant dans (1), changeant les signes, il vient :

2+ 2 tan c tan b cos A= 2cosa÷ (cos b · cos c).

D’où enfin :
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A

cos b = cos c cos a+ sin c sina cos B

cos c = cos a cos b + sin a sin b cosC

Henri BOUASSE
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