
Tgc 11 avril 2006

Corrig é du bac blanc STL

Exercice 1 : (5 points) Résolution d’équations

1. On trouve facilement P(1) = 0 .

2. Il vient
P(x) = (x − 1)(ax2 + bx + c). = ax3 + bx2 + cx − ax2 − bx − c

= ax3 + (b − a)x2 + (c − b)x − c.

En identifiant aux coefficients du polynômeP(x) = x3 − 5x2 − x + 5, on obtient le système :






a = 1
b − a = −5
c − b = −1
−c = 5

⇐⇒
{

a = 1
b = −4
c = −5

⇐⇒ P(x) = (x − 1)(x2 − 4x − 5)

3. En utilisant la forme factoriśee deP, on a

P(x) = 0 ⇐⇒ x − 1 = 0 ou x2 − 4x − 5 = 0

On utilise la ḿethode du discriminant∆, ici égalà 36, pour trouver les deux racinesx1 = −1 etx2 = 5 de la deuxìeme
équation. En conclusion, les racines deP(x) sont 1,−1 et 5 .

4. a) Posons le changement de variableX = ln x. L’ équation propośee s’́ecrit alors

X3 − 5X2 − X + 5 = 0 ⇐⇒ X = 1 ou X = −1 ou X = 5

⇐⇒ ln x = 1 ou lnx = −1 ou lnx = 5

⇐⇒ x = e ou x = e−1 ou x = e5

d’où les 3 solutions :e, e−1 et e5 .

b) Posons le changement de variableX = ex. L’ équation propośee s’́ecrit alors

X3 − 5X2 − X + 5 = 0 ⇐⇒ X = 1 ou X = −1 ou X = 5

⇐⇒ ex = 1 ou ex = −1
︸ ︷︷ ︸

impossible

ou ex = 5

⇐⇒ x = ln 1 = 0 ou x = ln 5

d’où les 2 solutions : 0 et ln 5.

Exercice 2 : (5 points) Complexes et ǵeométrie

1. Il vient

z1 = 3
(

cos
π
6

+ i sin
π
6

)

= 3

(√
3

2
+

1
2

i

)

soit z1 =
3
√

3
2

+
3
2

i

On a alors facilement

z2 =
3
√

3
2

− 3
2

i soit z3 = −3
√

3
2

− 3
2

i

2. On aévidemmentz1 =
[
3; π

6

]
. En utilisant les propriét́es du conjugúe, on a alors z2 =

[

3;−π
6

]

.

Pourz3, on pourrait proćeder de la m̂eme façon en utilisant le fait que−1 =
[
1;π
]
, puis en utilisant les propriét́es

de la multiplication de complexes sous forme trigonométrique. Utilisons la ḿethode choisie par la plupart d’entre
vous :

|z3| =

√
√
√
√

(

3
√

3
2

)2

+

(
3
2

)2

=

√

27
4

+
9
4

=
6
2

= 3 d′où

{

cosθ3 = −
√

3
2

sinθ3 = − 1
2

=⇒ θ3 = −5π
6

convient

Finalement z3 =
[

3;−5π
6

]

.
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3. a) Il vient

z4 = z1e
2iπ
3 = 3e

iπ
6 e

2iπ
3 = 3e

iπ
6

2iπ
3 = 3e

5iπ
6 = z1

b) On a bien ŝur |z4| = 3 et Arg z4 =
5π
6

.

c) D’où

z4 = 3

(

cos
5π
6

+ i sin
5π
6

)

= 3

(

−
√

3
2

+
1
2

i

)

soit z4 = −3
√

3
2

+
3
2

i

Exercice 3 : (10 points) Étude d’une fonction comportant un logarithme

I 1. On a

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x + 2 + lnx
x

= −∞ puisque lim
x→0+

x = 0+ et lim
x→0+

x + 2 + lnx = −∞.

Donc lim
x→0+

f (x) = −∞ , ce qui prouve que la droite d’équationx = 0 est asymptote verticalèa la courbe def .

2. a) En réduisant l’expression proposée au m̂eme d́enominateur,on v́erifie immédiatement que l’on a bienf (x) = 1 +
2
x

+
ln x
x

.

b) En utilisant l’́ecriture pŕećedente, il vient

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

1 +
2
x

+
ln x
x

soit lim
x→+∞

f (x) = 1

puisque

lim
x→+∞

2
x

= 0 et lim
x→+∞

ln x
x

= 0 d’apr̀es le cours.

c) Le résultat pŕećedent prouve alors que la droitey = 1 est asymptote horizontaleà la courbe def .

3. a) Calculons la d́erivéeà partir de la premièreécriture def (x). Il vient :

f ′(x) =
(1 + 1

x ) × x − (x + 2 + lnx)

x2
=

x + 1− x − 2− ln x
x2

soit f ′(x) =
−1− ln x

x2
.

b) c) Il est clair quef ′(x) est du signe de−1− ln x puisquex2 est toujours positif. Or

−1− ln x > 0 ⇐⇒ −1 > ln x ⇐⇒ e−1
> x

d’où le tableau ŕecapitulatif suivant :

x 0 e−1 +∞

f ′(x) + 0 −

f (x)

−∞ "
"

"
"

">
1 + e

b
b

b
b

b~ 1

où

f (e−1) = 1 +
2

e−1
+

ln e−1

e−1

= 1 + 2e − e

soit f (e−1) = 1 + e ≈ 3, 718

II 1. a) Il vient

lim
x→0+

g(x) = +∞ puisque lim
x→0+

x + 2 = 2 et lim
x→0+

x = 0+

lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

x(1 + 2
x )

x
= lim

x→+∞
1 +

2
x

d′où lim
x→+∞

g(x) = 1

b) Avec la formule de la d́erivée d’un quotient, on trouve g′(x) = −2/x2 , dont le signe est toujours ńegatif .

c) D’où le tableau ŕecapitulatif suivant :

x 0 +∞

g′(x) −

g(x)
+∞ XXXXXq 1
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2. Les limites pŕećedentes nous indiquent deux asymptotes pour la courbeH :

x = 0 asymptote verticale et y = 1 asymptote horizontale

3. Il vient facilement f (x) − g(x) = (ln x)/x , qui est du signe de lnx puisquex est toujours positif sur l’intervalle
consid́eré. Et comme l’́etude du signe de cette différence nous donne les positions relatives des courbesC et H, on
a le tableau ŕecapitulatif suivant

x 0 1 +∞

f (x) − g(x) − 0 +

positions relatives C au dessous deH C au dessus deH

tableau qui nous prouve entre autre que le pointK d’abscisse 1 est le seul point d’intersection entreH etC .

III 1.

2 4 6 8 10 12

-1

1

2

3

4

5

6

D

Cf

K

H

x

y

e2

C f : y =
x + 2 + lnx

x

H : y =
x + 2

x

2. La fonctionu est de la formekU2, donc sa d́erivée est 2kU ′U . Il vient donc

u′(x) =
1
2
× 2× 1

x
× ln x soit u′(x) =

ln x
x

,

ce qui prouve que u est une primitive de
ln x
x

.

3. L’unit é d’aire est de 2 cm×2 cm = 4 cm2. De plus,étant donńe que la courbeC est au dessus de la courbeH pour
x > 1, on a

A = 4×
Z e2

1
f (x) − g(x) dx = 4×

Z e2

1

ln x
x

dx = 4×
[

u(x)
]e2

1
= 4×

(

u
(
e2
)
− u(1)

)

soit A = 8 cm2

puisque lne2 = 2 et ln 1 = 0.


