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Exercice 1 : (11 points) Équation diff érentielle,étude de fonction,bts mai, session 2007

On étudie dans cet exercice une fonctionϕ suceptible d’intervenir dans la modélisation du traffic Internet au terminal
informatique d’une grande sociét́e. Pour un ŕeelt positif, ϕ(t) est la probabilit́e que le temps séparant l’arriv́ee de deux
paquets de données soit inf́erieurà t secondes.

Les trois parties de cet exercice peuvent̂etre trait ées de façon ind́ependante.

– Partie A - Résolution d’uneéquation différentielle –
On consid̀ere l’équation diff́erentielle

(E) y′ + 710y = 710

où y est une fonction de la variable réellet, définie et d́erivable sur [0; +∞[, et y′ la fonction d́erivée dey.

1. Déterminer les solutions définies sur [0; +∞[ de l’équation diff́erentielle (E0) :

y′ + 710y = 0.

2. Soith la fonction d́efine sur [0; +∞[ parh(t) = 1.

Démontrer que la fonctionh est une solution particulière de l’́equation diff́erentielle (E).

3. En d́eduire l’ensemble des solutions de l’équation diff́erentielle (E).

4. Déterminer la solutionϕ de l’équation diff́erentielle (E) qui vérifie la condition initialeϕ(0) = 0.

– Partie B - Étude d’une fonction –
Soitϕ la fonction d́efinie sur [0; +∞[ par ϕ(t) = 1− e−710t .

On d́esigne parC la courbe repŕesentative deϕ dans un rep̀ere orthogonal (O,~ı,~j ) où on prend comme unités : 10 cm
pour 0, 01 sur l’axe des abscisses et 10 cm pour 1 sur l’axe des ordonnées.

1. Montrer queϕ est une fonction croissante sur [0; +∞[.

2. a) Démontrer que le d́eveloppement limit́e à l’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonctionϕ est

ϕ(t) = 710t −
(710t)2

2
+ t2ε(t) avec lim

t→0
ε(t) = 0.

b) En d́eduire unéequation de la tangenteT à la courbeC au point d’abscisse 0, ainsi que la position relative
deC etT au voisinage de ce point.

3. Tracer sur la copie la tangenteT et la courbeC dans le rep̀ere (O,~ı,~j ) défini au d́ebut de la partieB. On pourra se
limiter à la partie deC correspondant̀a l’intervalle [0; 0, 01].

4. a) Déterminer par le calcul le nombre réel positifα tel queϕ(α) = 0, 5.

Donner la valeur exacte deα, puis sa valeur arrondièa 10−5.

b) Retrouver sur la figure le résultat obtenu aua) : faire apparâıtre les constructions utiles.

Le nombreα repŕesente le temps ḿedian en secondes séparant l’arriv́ee de deux paquets de données.
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– Partie C - Calcul intégral –
1. Pour tout ŕeel positif, on note

I (t) = 710
Z t

O
xe−710x dx.

Montrer,à l’aide d’une int́egration par parties, que :

I (t) = −te−710t −
1

710
e−710t +

1
710

.

2. Calculer lim
t→+∞

I (t).

Donner la valeur exacte de cette limite, puis sa valeur approchée arrondièa 10−5.

Le résultat obtenu est le temps moyen en secondes séparant l’arriv́ee de deux paquets de données.

Exercice 2 : (9 points) Ventilateurs... bts mai, session 2007

Les trois parties de cet exercice peuvent̂etre trait ées de façon ind́ependante.

Une usine fabrique des ventilateurs en grande quantité. On s’int́eressèa trois types de pièces : l’axe moteur, appelée
pièce de type 1, l’ensemble des trois pales, appelé pìece de type 2 et le support, appelé pìece de type 3.

Dans cet exercice, les ŕesultats approch́es sontà arrondir à 10−2.

d

Pièce de type 1 Pièce de type 2

– Partie A - Loi normale –
Une pìece de type 1 est conforme lorsque le diamètred (voir la figure), expriḿe en millimètres, appartientà l’intervalle
[29, 8; 30, 2].

On noteX la variable aĺeatoire qui,̀a chaque pìece de type 1 prélev́ee au hasard dans la production des pièces de type
1, associe le diam̀etred exprimé en millimètres. On suppose que la variable aléatoireX suit la loi normale de moyenne
30 et d’́ecart-type 0, 09.

Calculer la probabilit́e qu’une pìece pŕelev́ee au hasard dans la production des pièces de type 1 soit conforme.

– Partie B - Loi binomiale –
On consid̀ere un stock important de pièces de type 2.

On noteE l’ événement :« une pìece pŕelev́ee au hasard dans le stock de pièces de type 2 est défectueuse».

On suppose queP(E) = 0, 03.

On pŕelève au hasard 20 pièces dans le stock de pièces de type 2 pour vérification. Le stock est assez important pour
que l’on puisse assimilier ce prélèvement̀a un tirage avec remise de 20 pièces de type 2.

On consid̀ere la variableY qui, à tout pŕelèvement ainsi d́efini, associe le nombre de pièces de ce prélèvement qui sont
défectueuses.

1. Justifier que la variable aléatoireY suit une loi binomiale dont on déterminera les param̀etres.

2. Calculer la probabilit́e qu’aucune pìece de ce pŕelèvement ne soit d́efectueuse.

3. Calculer la probabilit́e que, dans un tel prélèvement, une pièce au moins soit d́efectueuse.

– Partie C - Test d’hypothèse –
Une importante commande de pièces de type 3 est passée aupr̀es d’un sous-traitant. La hauteur du support doı̂t être de
400 millimètres.
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On se propose de construire un test d’hypothèse bilat́eral pour contr̂oler, au moment de la livraison, la moyenneµ de
l’ensemble des hauteurs, en millimètres, des pièces de type 3.

On noteZ la variable aĺeatoire qui,̀a chaque pìece de type 3 prélev́ee dans la livraison associe sa hauteur.

La variable aĺeatoireZ suit la loi normale de moyenne inconnueµ et d’écart-typeσ = 5.

On d́esigne parZ la variable aĺeatoire qui,à chaquéechantillon aĺeatoire de 100 pièces de type 3 prélev́e dans la
livraison, associe la moyenne des hauteurs des pièces de cet́echantillon. La livraison est assez importante pour que
l’on puisse assimiler ces prélèvements̀a des tirages avec remise.

L’hypothèse nulle estH0 : µ = 400.

L’hypothèse alternative estH1 : µ 6= 400.

Le seuil de signification est fixé à 0, 05.

1. Sous l’hypoth̀eseH0, on admet que la variable aléatoireZ suit la loi normale de moyenne 400 et d’écart-type 0, 5.

Déterminer sous cette hypothèse le nombre réelh positif tel que :

P(400− h 6 Z 6 400 +h) = 0, 95.

2. En d́eduire la r̀egle de d́ecision permettant d’utiliser ce test.

3. On pŕelève unéchantillon aĺeatoire de 100 pièces dans la livraison reçue et on observe que, pour cetéchantillon,
la moyenne des hauteurs des pièces estz = 399, 12.

Peut-on, au seuil de risque de 5%, conclure que la livraison est conforme pour la hauteur ?
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