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Nombres complexes

1. Les différentes écritures

1.1 - Forme algébrique d’'un nombre complexe

On ceésigne par le nombre tel que, et on appelleombre complexe tout nombrez ayant uneécriture du

type

ou a et b sont des nombresels. Cettecriture est appék forme algébrique, ou encoreforme cartésienne, du
nombre complexe, et les nombrea etb sont respectivement apgslpartie réelle et partie imaginaire du nombre

complexez. On note :
o [b=0m@

On désigne pafC I'ensemble des nombres complexes. Il contient I'enserdes nombresaels (on not® C C).
Deux nombres complexegs= a+ib etZ = & +ib’ sontégaux si et seulement si

/

la=a et  b=b]

1.2 - Représentation géométrique d’'un nombre complexe

Dans le plan muni d’'un reége orthonormal®, U, V), on associa tout nombre
complexez = a +ib le pointM de coordonges &, b). )
Ce pointM(a, b) est appd image du nombre complexe, etz est apped b M
affixe du pointM. De méme, Le vecteubM est nomné vecteur image du

nombre complexe, etz est appe affixe du vecteur OM.

L'axe des abscisse®(U) est ditaxe réel; I'axe des ordonées Q, V) est dit
axe des imaginaires.

Remarques : O

e Le pointO est I'image du nombre 0.

e Un nombrez réel a pour image un point de I'ax@0)
e Un nombrezimaginaire pur (c’esa dire de la forme = ib avecb réel) a pour image un point de I'ax®(V)
e Les nombreg et —z ont pour images deux poinks etM’ symétriques par rappogtO.

1.3 - Forme trigonométrique, forme exponentielle

Soit le nombre complexe = a + ib et son point imagéM dans le
plan rappor a un regre orthonormal@, U, V). Le pointM, s'il est
différent de I'origin€D, est enttrement étermiré par les donees de M b
la distance et de I'angled, ou

—

r=OM et 6= (t,OM).
Ce qui nous donne une auteeriture pour le nombre complexeOn

|
\
\
|
|
|
|
notera | \
o .

qui sont respectivement appebkforme trigonométrique et forme
exponentielle du nombre complexe

\

On appellenodule dez, et on notdz|, le nombrez =r. On appelle

argument de z, et on note Argf), toute mesure de 'angle. L'argument d’'un nombre complexe n’est dor&fidi
qu’a Xmprés. On en donne&géralement ladétermination principale qui est la mesure appartenantintervalle
] - T T[]

En congquence, les nombres= [r,0] etZ = [r’, 8'] sontégaux si et seulement si

et [0=0+2r] on kez

1
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Pour passer d’unécriturea une autre, on utilise legsultats suivants : gi=a+ib, ona
|7 =r =+va2+b2

et en consiéirant les projections orthogonales du pdihsur les axes de coordo@es, on obtient les relations

a=rcosb, et b=rsin6.

On peut alors étermine® en utilisant le fait que

a . b
cosB = - et sind = "

Réciproquement, si on a la forme exponentieltere®®, on cetermine la forme akgorique avec la relation :

‘ z=re® =r(cos® +isinB) =a+ib ‘

Remarque :

On a donc en particulief €° = cosd +i sin@|.

2. Opérations dans I’ensemble C

2.1 - Conjugaison, nombre complexe conjugué

Soitz = a+ib un nombre complexe. On appetienjugué dez, et on notezle nombre

b M
z=a—ib. !
1
0 1
Si deux nombres complexegtZ sont conjugés, alors leurs points images respectifs i
M et M’ sont synétriques par rappoé I'axe des abscisses. o -6 ;a
Si la forme trigonoratrique dez estz = [r, 8] = re'®, on \erifie immédiatement que i
'ona N !
z=[r,—8]=re™® M’

2.2 - Opérations sous forme algébrique

2.2.1 - Addition et multiplication

Les calculs s’effectuent comme dans I'enseniblées nombresaels. |l suffit de remplacef par—1. Il en ésulte en
particulier que les identis remarquables restent valables pour les nombres corap{era ainsi, sh et B sont deux
complexes quelconques :

(A+B)? = A2 + 2AB+ B? (A —B)2=A%2 - 2AB+B?

(A+B)® = A%+ 3A°B + 3AB? + B® (A—B)®>=A% - 3A’B+3AR? - B®

A’ —B?=(A—B)(A+B)
Et on a en plus Bgalié

A +B? = (A—iB)(A+iB)

2.2.2 - Inverse et quotient de deux nombres complexes

Soitz=a+ib aveczZ 0, alors _
1 z a-ib

z zz a+b?*
Le quotient de deux nombres eéffithi parz/Z =z x 1/Z.

2.3 - Opérations sous forme trigonométrique

On ne peut utiliser la forme trigondgtrique pour additioner ou soustraire deux nombres corepldXar contre, il est
tres aig¢ de multiplier, de diviser, ou 8levera une puissance eate en utilisant cettécriture.

2



Nombres complexes Lycée Louis Armand, Poitiers

2.3.1 - Produit, produits itérés

Soit n un nombre entier positif ouggatif. On pose = [r, 0] et Z = [r’,0]. On verifie alors facilement (avec le
formulaire de trigonoratrie) les relations

|2xZ=[r.0] x['8]=[r xr',0+0]

et |Z2=[r6]"=[",nx0]|

2.3.2 - Inverse et quotient

On posez = [r,0] et Z = [/, &']. On vérifie alors facilement (avec le formulaire de trigorine) les relations

1 1 11 — [r6] —
rg=l-8| et |[Z=fg=[r.0-9]
lorsqueZ # 0.
2.3.3 - Avec la notation exponentielle
Soientz=re® etZ = rel?. Les ®gles de calcul grédentes €crivent alors
1. }e’ie , 77 =rr’ ) ‘z” =rndn® | et Z_ldeo
zZ z r
2.4 - Interprétations géométriques
2.4.1 - Addition, soustraction de deux complexes
A
N(zc +Z0)we - _
T D@ ? B(zs)
~o /
N /
\\\\ // M(ZB_ZA) //
\\\\ 1 / /
\\\\\ /// //X
C \\\\ v / Z__l
(z) Ny Azn)
4 = £ 4 4
6 5 -4 3 2 1 0 u 1 2 3

Soitz: etzy deux nombres complexes de points images resp&ratd. Alors le nombrezy = z- + 75 est I'affixe du

vecteurOC + OD.

Soitza etzg deux nombres complexes de points images respécaf8. Alors le nombrezy = z5 — z5 est I'affixe du
vecteurAB.

On a donc en particulier,

(0, AB) = Arg(zs — )

et

AB= |75 — 74

2.4.2 - Multiplication d"un complexe par un réel

La multiplication d’'un complexe par un nombreel correspond la multiplication des vecteurs par un nombgelr
Plus pEcigment : seun nombre complexe de vecteur im@eta un nombre el quelconque, alosa est I'affixe
du vecteunOA.
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3. Quelques propriétés de la conjugaison et des nombres conjugués
SoitzetZ deux nombres complexes. Oanfie immédiatement les relations

Z¢7=2+7 e z.7=27]

On a enoutre, i = a+ib avecaetbréels,

‘z+2:2a z—2=2b 22:a2+b2:|z|2‘

On en eduit les partiesaelles et imaginaires du nomlre

Oe@ = %(z+2) et Om(@2 = %(z— 2)

4. Quelques propriétés sur les modules

Comme on I'a vu dans le paragraphe concernant lésatipns sous forme trigonatrique, le module est compatible
avec la multiplication et la division. Autrement dit,s¢tZ sont deux nombres complexes, ehgst un entier relatif,
ona

1
z

1
== et
7

z

z

-2

zxZ| =17 x |Z 7' =|7" =
llzx 2| =4 % Z]] 2= 17 7]

Le module n’est pas compatible avec I'addition. Oreammoins une majoration du module d’une somme :
lz+Z| < |7 +|Z|

Cette relation est connue sous le nonndgalité triangulaire.

5. Quelques propriétés sur les arguments

Comme pour les module, on a des relations simples concdasaariguments dans le cas du produit ou du quotient de
deux nombres complexes :zetZ sont deux nombres complexes, ehgst un entier relatif, on a

‘Arg(z x Z) = Arg(2) + Arg(Z) (mod 2m) ‘ ‘Arg(z”) =nx Arg(2 (mod 2n) ‘

Arg (%) =—Arg(? (mod 2n) et |Arg <§> = Arg(2 — Arg(Z) (mod 2)

De plus, siza, zs etz sont respectivement les affixes des potB etC dans le repre O, T, V), alors on a

Aol - 2)= @AB) et A (X2 = (ABAY

6. Equations du second degré a coefficients réels
On consi@re I'equation polydmiale d'inconnue complexe:

(E) aZ+bz+c=0

ou a, b etc sont des constanteselles avea 7 0. Posons (A est appd discriminant du polyrbme
azZ +bz+c). Alors

e SiA =0, I'equation E) admet une solutioreelle double :

x= P
T 2a
e SiA > 0, I'équation E) admet deux solution€elles :
~b— A —b+VA
X1 = - et Xo = ——
2a 2a
e SiA < 0, I'equation E) n'admet pas de solutiogelle, mais elle admet deux solutions complexes :
—b—iv-A —b+ivV-A
z=———— t = ———
2a 2a
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7. Formules de Moivre et d’Euler

e Soitz = €% Le nombrez” (pourn € N) a pour module 1 et pour argumem. On en éduit laformule de
Moivre

| (cos® +isinB)" = cospd) +isin(e)|  soit | (€%)"=€"

e De plus, des relations
—10 —

€®=cosD+isin@ et e cosb — i sin®

on déduit lesformules d’Euler

cosh = %(eie +e® et sinB= %(eie —e9

Ces formules permettent linéarisation des formules trigonogtriques (c’esa dire la transformation d’un produit
de fonctions trigo en somme de fonctions trigo). Par exengpla

1 . .
cos'o = ﬁ(e'9 +e 93
- % (6% + 362% 10 + 3¢%20 4 -30)

- % (e3i6 +e73i6 + 3(e|6 +e7i6))

:%(Zcos$+3x2cose) soit co§’6:%cos$+§cose

La linéarisation est souvent emp#sy pour @terminer une primitive d'un produit de fonctions trigon@miques.

8. Calcul de racines carrées dans C

L'ensemble des nombres complexes gafesune propéte remarquable : toutequation polydmiale de dedgrny
pos®ede exactememt racines (en comptant les ordres de multipdifitEn particulier, sa est un nombre complexe
guelconque, Bquation

Z2-a=0
pos®de deux solutions complexeset z,. On aura donﬁ = zg = g, etz etz seront appées lesracines carrées
du nombre complexa.
Résolution pratique
Par exemple, cherchons les deux racineséemrde 3 +#4 On posez = a + bi I'inconnue solution de Bquation
Z2=3+4. llvient:

a?—bp2=3

(@a+ib)’=3+4 <= a’—-b*+2ab=3+4 <— {
2ab=4

D’autre part, commeéz|? = |3 + 4i|, on aégalemen&? + b? = v/32 + 42 = 5, Finalement, nous avons daagésoudre le

syseme
a?—b*=3 2a°=8 a’=4
{a2+b2=5 — {2b2=2 — {b2=1
2ab=4 2ab=4 2ab=4

En remarquant quaetb sont de néme signe puisque le prodaib est positif, on en @duit que les deux racines cags
de3+4sontzg =2+ietz=-2—1.

9. Equations du second degré a coefficients dans C
Soit I'équation
(E) aZ’+bz+c=0, ol ab,ceC.

On appellediscriminant de cetteéquation le nombre complexe= b? — 4ac. Soitd une racine caée deA. Alors
I' équation E) admet les deux racines

1 1
2=5(-b-9| et |zn=_(-b+y]
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Nombres complexes : exercices

\sin

« ol ™| m | m|m
6 4 3 2
Cosx 1 @ £2 1 0
2 2 2
sinx 0 1 £2 @ 1
2 2 2
1. Calculs sous forme algébrique
‘ Exercice 1: Calculs sous forme algébrique ‘
On consieére la fonction polydmeP définie surC par
P(z) = Z — 5z+ 6i.
CalculerP(0), P(i), P(2i), P(i + 1).
‘ Exercice 2: Calcul sous forme algébrique ‘
Déterminer les partie€elles et imaginaires de
Lo L Loloi o _2-3 _2-2
172+ 271w ®Tam 47 3+3
Exercice 3 : Calculs sous forme algébrique ‘
Mettre sous la forme afbriquea + bi les nombres complexes suivants :
o i+l p =3 o (=3 2
2 2+i 2+i

Exercice 4 : Impédance complexe ‘

On notej le nombre complexe de module 1 et d’argunef2.
On donne le nombre complexe

z
a= =

avecR =900,Z, =1100j, Z, = —600;.
Mettre le nombre complex@ sous la forme algbriquea + bj.

Z,(Z,+R +Z,R
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Exercice 5: Impédance complexe

On notej le nombre complexe de module 1 et d’argunre.
L'imp édance complexe d’un circuit est telle que

Zyx 2,

z=_%1%%
T Zy+ 24+ 2y

avecZ; =1+2j,2Z,=—-1+3jetZ; =4+5j.
MettreZ sous la forme algbriquea + bj.

2. Forme exponentielle

‘ Exercice 6 : Forme algébrique a partir de la forme exponentielle ‘

Déterminer la forme algbrique du complexe, = V2e¥,

‘ Exercice 7 : Forme algébrique a partir de la forme exponentielle ‘

Déterminer la forme algbrique du complexas = —\2e 7,

‘ Exercice 8 : Forme trigonométrique ou exponentielle ‘

Déterminer les formes trigondgtriques des nombres

z = 3i, z=-5, z=2-2 z=1+iV3

‘ Exercice 9 : Calcul sous forme trigonométrique ‘

e Déterminer les formes trigonastrique des nombres iL,,—2 et—i.
e Déterminer la forme algorique de (1 42008

‘ Exercice 10 : De 1'utilité de la forme trigonométrique : racines niemes de 1'unité

Le plan est rappoéta un regre orthonormal®, U, V). Les quatres questions ci-dessous sorépehdantes, on fera un
dessin distinct par question.

1. SoitM; le point d’affixez= —1 etM, le point d’affixeZ.
a) Déterminer les formes trigondgtriques et exponentielles det 2.
b) Calculer les coordorées des pointsl; et M.
¢) RepesenteM; etM;, dans le plan complexe.

2. SoitM; le point d’affixez = 5(_1 +iv/3), M, le point d’affixez, etMs le point d’affixeZ.

a) Déterminer les formes trigondgtriques et exponentielles dez? et 2.
b) Calculer les coordorées des pointisl;, M, et Ms.
¢) RepesenteM;, M, et M3 dans le plan complexe.
3. SoitM; le point d’affixez = i, M le point d’affixez?, M3 le point d’affixez, etM, le point d’affixez*.
a) Déterminer les formes trigondgtriques et exponentielles dez?, 2 et 2.
b) Calculer les coordorées des pointsl;, My, M3 et M.
¢) RepesenteM;, My, M3 etM,4 dans le plan complexe.

4. SoitM; le point d’affixez = %(\/ﬁ +iv/2), etMy, M3, Ma, Ms, Mg, M7, Mg les points d'affixes respective$, 2,
228,72
a) Déterminer les formes trigonagtriques et exponentielles dg 22, 2, 2, 2, 7/, 2.
b) Calculer les coordorées des pointsl;, Mz, M3, My, Ms, Mg, M7 et Mg.
¢) RepesenteMy, My, M3, My, Ms, Mg, M7 etMg dans le plan complexe.
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Exercice 11: Module et argument d’une puissance

On consi@re les nombres complexes :

zn=V3-i, =2-2, A=

Dol DN

(ou i désigne le nombre complexe de module 1 et d’argurmgy}.
1. a) Déterminer le module et un argument des nombres compigexes 7}, Z5 etA.
b) En céduire la forme algbrique des nombres complexgsz; etA.

_ S, T . T
2. Deduire des questionsgredentes les valeurs exactes defgset sml—z.

Verifier les ésultats obtenus avec votre calculatrice.

3. Equations dans C

Exercice 12: Equations dans C
Soit f la fonction deC dansC définie par f(2 =[(1+i)z— 1](iz+ 2).
1. Déterminer la forme @velopee def.
2. a) Résoudre dan€ I'équation (1#)z—1=0.
b) Résoudre dang I’ équation iz+2=0.
c) Déduire des questionsérédentes les solutions da@ide I'équationf(2) = 0.
3. Montrer que, pour tout nombre complexen a

@) = (i — 1)(z— % + %i)(z— 20).

Exercice 13 : Equations du second degré a coefficients réels

Résoudre dan€ leséquations

a Z=-16 by Z2=-3 ) Z=5

Exercice 14 : Equations du second degré a coefficients réels

Résoudre dan€ leséquations

a —Z+3z+1=0 by Z2-2z+2=0

Exercice 15: Equation du second degré dans C (Bac sti gm, juin 1999)

On désigne par le nombre complexe de module 1 et d’argunme/a.
1. On consi@re le nombre complexg = —/3 +i.
Calculer le module de, et un argument dg.
2. a) Résoudre dans I'ensemble des nombres compleggsadtion suivante :

Z-2V2z+4=0

b) Ecrire les solutions sous forme trigonétrique.
3. Le plan est muni d'un regre orthonormal direct, U, V) d’unité graphique 1 cm (ou 1 grand carreau).
On consi@re les nombres complexes

=V2+ivV2 et z=V2-iV2

et on noteM;, M, et M3 les points d'affixes respectives, z, et zs.
a) Montrer que les pointM;, M, et M3 appartiennent au cercle de cenet de rayon 2.
b) Placer les pointM;, M, etM3 dans le plan.
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Exercice 16 : Racine carrée dans C

Résoudre dan€ I' équation
Z=3-4.

Exercice 17 : Equation du second degré i coefficients dans R

1. Résoudre dan€ I' équation

Z—-2V2z+4=0

2. Déterminer le module et un argument de chacune des solutions.

Exercice 18 : Equation du second degré a coefficients dans C

Calculer (3— 2i)? puis esoudre dang I' équation

Z+z-1+3=0.

Exercice 19 : Equation du second degré a coefficients dans C

Calculer (5 3i)? puis ésoudre dang I' équation

Z+(B-i)z+2+5=0.

Exercice 20 : Equation du second degré dans C[X]

Résoudre dan€ I' équation
Z—-(5+3)z+10+5=0.

Exercice 21 : Equation dans C[X] et triangle

On donne le polyame de la variable complexe
P2 =7 — (7+3)Z+ (16 + 15)z+ 2 — 36

ou i désigne le nombre complexe de module 1 et d’argurmgnt
1. a) CalculerP(2i).

b) En céduire une factorisation d&z) en admettant que, dafiscomme dan®, si un polyrdme s’annule pour
z= g, alors il peut s2crire sous la formez(— a)Q(z) ou Q(2) est un polydme.

2. Résoudre dan€ I équatiorP(2) = 0.
3. a) Placer dans le plan complexe les poiAt®8 et C d’affixes respectives

=2, 2 =3-2i, et z=4+3.

b) Calculer la valeur exacte de la longueur de chadue @du triangleABC.

Exercice 22 : Equations et géométrie

1. On consia@re le poly®meP défini, pourz € C, par
P(2=2-32+3z+7.

a) CalculerP(—1). En ceduire une factorisation d&(z).
b) Résoudre dan€ I' équatiore® — 32 +3z+7 = 0.

2. Le plan complexe est muni d’'un reg orthonormal®, U, V) (unité graphique 2 cm ou 2 grands carreaux). On
noteA, B etC les points d’affixes respectivesl, 2 — iv/3 et 2 +iy/3.

a) Placer ces trois points.
b) Montrer que le triangl&BC estéquilagéral.
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Exercice 23 : Equation dans C

Déterminer la solution complexg de I'equation

z+1
=1+i
z—1
Exercice 24 : Systeme d’équations dans C ‘
Déterminer les nombres complexa®t z tels que
2z1+2,=4
—2iz1+2=0

4. Linéarisation

| Exercice 25: Linéarisation

Utiliser les formules d’Euler pour transformer en sommegieession suivante :

f(X) = sin(X) sin(3)

Exercice 26 : Linéarisation |

Linéariser I'expression si2x).

Exercice 27 : Equation trigonométrique et linéarisation

Le but de cet exercice est lagolution dans l'intervalle [®r] de I"équation
2sinx —sinx = 0.

1. Soitx un nombreéel :

a) Développer@ — e ¥)3 et montrer que

(eiX o efiX)S - (GBiX . ef3iX) o 3(e|x . efiX)'
b) Transformer legali€ prectdentea I'aide des formules d’Euler, et eigduire que :
4 sirt x — sinx = 2 sinx — sin 3.

2. Résoudre dans l'intervalle [@r] les équations suivantes :

. . 1 . 1
a) sinx=0, b) sinx = > C) sinx = —5

3. En déduire les solutions appartenantintervalle [0, 2r] de I'équation

2sinx —sin3x =0.

10



