Résumé de cours Séries numeériques et entieres 2002/2003

1. Convergence et divergence des series

Définitions
Soit (uy, )nen UNe suite a termes dans R ou C;

n
La série de terme général (u,,) est la suite (S, )necn des sommes partielles S,, = Z Ug.
k=0
On dit que la série de terme général (u,,) converge lorsque lirf Sy, existe (dans R ou C);
n—-1+:0oo

cette limite est alors notée Z Uy, OU Z u,,, et appelée somme de la série.

n=0 n=0
o0
Dans le cas contraire, on dit que la série de terme général (u.,) diverge, et on renonce a tout calcul sur Z Up,.
n=0

Ceci recouvre aussi bien le cas d’une limite infinie que celui d’une limite inexistante.
Pour abréger, on pourra dire que la série Yu,, converge ou que la série Xu,, diverge.
Divergence grossiere

Si la suite Xu,, converge, alors u,, tend vers 0 quand » tend vers +oo

- . 1 . 1 .
La réciproque est fausse, ainsi In (n + ) tend vers 0, mais E In (n + ) =In(n + 1) diverge.
n n
n>

Si u,, ne tend pas vers 0, alors la série Xu,, diverge — on dit dans ce cas qu’il y a divergence grossiere.

Régles de calcul
Elles sont la conséquence de celles concernant les suites, principalement

S X =AY, et Dun+ Y vn = (un+va),

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
la deuxieme égalité (additivité) ne doit pas étre utilisée pour scinder une série en somme de deux séries divergentes.
. 1
e Silgl <1, Z q" converge (vers ] ).
Séries géométriques n20
eSi|g| > 1, Z q" diverge.
n=0

Jattire votre attention sur ces résultats souvent méconnus et plus subtils qu’il ne le paraissent, surtout dans le cas
ou |¢| = 1.
Comparaison avec une intégrale impropre
Propriété
Soit f une fonction continue de R, dans R, décroissante et de limite nulle en +oo (donc positive sur R, ) ;
ge's}
Alors la série X f (n) a la méme nature que I’intégrale impropre / f(t)dt.
Ne pas oublier I’hypothése de décroissance de f. 0
Conséquence : Les séries de Riemann

Par application du résultat précédent a la fonction f : = +— — sur [1, +o0[, on obtient que
X

. 1 .
eSi0<a<l, Z v diverge.
n>1
H 1 H H "y "
eSia>1, Z — converge vers une limite "inconnue”.
>1 ne
nz




2. Séries a termes positifs

Remarques générales

n
e Soit (uy)n>0 Une suite & termes dans R, et S, la suite des sommes partielles Z uy, |
k=0
Alors S, est croissante, donc admet une limite dans Ry U {400} : cette limite est sa borne supérieure;
Donc Xu,, converge ssi les sommes partielles sont majorées.
o Les résultats concernant les séries a termes positifs s’étendent aux séries a termes de signe constant, et méme
aux séries Xu,, , ou le signe de w,, est constant pour n > ng. (ng fixé)
Comparaison de deux séries a termes positifs
Soient Xu,, et Yv,, deux séries a termes positifs ; Alors,
(C) Siu, < v, pourn = ng, (ng fixé dans N), et que Xv,, converge, alors Yu,, converge;
(D) Siwu, < vy, et que Xv,, converge, alors Xu,, converge;
(E) Siuy, ~ vy, alors Xu, et Yv,, ont la méme nature ;

commentaires

(C) et (D) servent a montrer la convergence (ou, par contraposée, la divergence) déja supposée d’une série;

(E) permet de trouver la nature d’une série, méme sans opinion a priori.

Dans (C), u, = 0= v, > 0; Dans (E), u, > 0< v, >0;

Dans (D), la relation de domination < ne contient aucun renseignement de signe, car u,, < v, < |u,| < |v,|.

3. Series absolument convergentes

On dit que la série Xu,,, & termes complexes est absolument convergente, lorsque la série X|u,,| & termes réels
positifs est convergente.

Toute série absolument convergente est convergente, ¢’est-a-dire que

Z |un| converge = Z u,, converge et Z un| < Z |tin]| .

La réciproque est fadssé, c’est-a-dire que deflombreuses séries converg fitshns om?e?&er absolument.
Critére de d’Alembert pour la convergence d’une série numérique

propriété
Soit (u,,) une suite a termes réels ou complexes ; On suppose que, pour n > ny fixé, u,, # 0. Alors:
sj | Lot

— favec ¢ < 1, la série Z u,, converge absolument.
n=0

Unp

Un+1
Un

Si — favec ¢ > 1, la série Z u,, diverge grossierement.

n=0

commentaires

e Lapreuve s’obtient assez rapidement par récurrence puis comparaison avec une série géométrique. Il est utile
de la connaitre.

e Ce critére, indispensable dans certains cas, est inopérant lorsque :

Un+1

Un

u ..
—*1 | n’a pas de limite ou
Un,

tend vers 1 (cas douteux).




4. Séries alternées

définition et théoréme
Soit (uy,) une suite & valeurs dans R, décroissante et de limite nulle;

Alors, la série Z(*l)nun converge.

n=0 +o0
De plus, soit S la somme de la série Z(*l)"un, et R, sonrested’ordren: R, =S5 — S5, = Z (fl)kulc
Alors R, a le signe de (—1)"298 et |R,,| < u,41 pour tout n € N, k=n+1
remarques

Ce théoreme est trés pratique pour démontrer la convergence de certaines séries changeant "souvent” de signe,
mais surtout pour obtenir une approximation bien contrélée de certains réels exprimés comme limite d’une série
alternée.

Le revers de la médaille est I’hypothése de décroissance de u,,, dont la vérification parfois difficile est souvent
omise. Il est trés mal vu d’oublier cette hypothese.

Séries entieres

1 définition
Soit a,, une suite a valeurs réelles ou complexes, on appelle série entiére I’application de C dans C qui a z associe la

somme de la série Z an 2", lorsque cette série converge.

n=0
remarques

o Lasérie entiére » _ a,,2" converge au moins pour z = 0.
n=0
e Onpose z° = 1 pour tout z € C, méme z = 0.
e Les polyndmes sont des cas particuliers de série entiére (avec a,, = 0 pour n. > p)

2 Disque et rayon de convergence

Soit ~ un réel positif, on note D, le disque ouvert {z € C,|z| < r} et D, le disque fermé {z € C,|z| < r}, avec la
convention: Dy =0, Dy = {0}, Dioo = Dyoo =C

2.1 Lemme d’Abel

Soit Z anz™ une série entiere : si (anz( )nen €St bornée et si |z1| < |z, alors Z an 2] converge absolument;

n>0 . n>=0
afortiori, si ) _ a,z{ convergeetsi |z1| < |zo|, alors  _ a,,2]" converge absolument.

n=0 n=0

2.2 Définition du rayon et du disque de convergence

Soit Z a, 2™ une série entiére, et C son domaine de convergence, c’est-a-dire I’ensemble des z € C tels que Z an 2"
n=0 n=0
converge; il existe un unique élément R de R U {+oco} tel que Dr C C C Dp.
R est appelé rayon de convergence de la série entiére Z anz";
n=0

Si R =0, alors Xa,, 2" n’est défini qu’en 0;
Si R = o0, alors Ya,, 2" est défini sur C tout entier;
Si R € R, alors Xa,, 2" est défini sur Dp, et éventuellement en quelques points du cercle {z, |z| = R}.



/ > a,2" diverge
< “~_ grossierement

_R.' 0 'R
\\ n 7 ,‘
\ Y a,zZconverge

\ absolument’

2.3 Calcul pratique du rayon de convergence a I’aide du critere de d’Alembert

- L. -y Q.
Soit Xa,, 2™ une série entiére ; On suppose que | —-

admet une limite £ € R4 U{+o00} quand n — +o0, alors le rayon

An+1
de convergence de Ya,z" est R = ¢..

Attention , dans les mémes conditions, le rayon de convergence des séries entiéres Xa,, 22" et Xa, 22"t est R = /¢
(avec /oo = oo par convention).

) 9z s - - . a
Une erreur fréquente est d’écrire «Soit R le rayon de convergence de la série Ya,, 2", alors R = lim  »:

n—-+oo

An41
I’existence du rayon de convergence ne garantit pas celle de la limite.

2.4 Calcul pratigue du rayon de convergence a I’aide du lemme d’Abel

Lorsque la méthode ci-dessus échoue, il faut remonter a la définition du rayon de convergence, et, en particulier, utiliser
les implications suivantes, valables pour tout zy € C :

O Z anzgy converge = R > |zo]

& anzy netendpasvers0 = R < |z

3 Propriétés de régularité de la somme f(z) = > _ a,2”
n=0

On considere une série entiere Z anz", derayon de convergence R,et f: R — R .Alors :

n>0 r E anpx™

n=0
o festC®sur]— R Rl et f*)(z) => n.(n—1).....(n—p+1)anz""" pourp € Net|z| < R.

- nzp
Z an,

"t pour z €] — R, R|.
n=0

e si ) a,R" converge, alors f est continue sur [0, ).

n=0
3 . . £ (0)
Remarque : En conséquence, les coefficients a,, sont uniques et valent a,, = .
mn.

Il en résulte que le développement en série entiére d’une fonction paire [resp. impaire] n’a que des coefficients pairs
[resp. impairs].




Resultat admis (théoréme «taubérien»)

—+o0
Si le rayon de convergence est un nombre réel R > 0, et si de plus la série Z anx™ converge pour z = R,

n=

alors la somme f(x) est continue sur [0, R].

0

+oo +oo
Autrement dit : Si la somme Z a, R" converge, elle est égale a la limite quand « tend vers R (x < R) de Z anx”.
n=0 n=0
4 Développements en série entiere a connaitre
1 n_n _ 2 3 4 _
s - ;(—1)13 =l-z+a>—2>+at 4 R=1
n 2 3 4
In(l+2) = Z(—l)"""l% :m—%—i—%—% R=1
n>=1
n 2 3
e” = x—, —lto+ Ty R=o0
n! 2 6
n=0
n xQn $2 4
cosz = > 1" Gy =1-S 45+ R=oc
n=0
x2n+1 3 5
S T;)( e SR T >
$2n 172 174
= =14+ =4+ 4. —
chzx Z(Qn)! +2+24+ R=o
n=0
$2n+1 .T3 .T5
h = _—_— = _ _— R:
ShE ;(271“)! ST >
—1)...(a—n+1 —1 —1 -2
(1+$)a — Za(a ) n!(a n )mn :1+a.x+a(a2 ) 2+Oé(0( 6)(a ) JI3+

n=0

. , 1
Certains de ces développements (
1+=x

e” T = e®(cosy + isiny) si (z,y) € R%

R=1sia¢ N;R=ocosiaeN

et surtout e®) s’étendent a des valeurs complexes de 2 — on rappelle que

Il est alors possible d’étendre les définitions de chz, sh x, cosz et sin x & des valeurs complexes quelconques de z, ce
qui permet d’«unifier» les formules de trigonométrie et d’intégration, mais ceci est hors programme.

5 Développements en série entiere en un point quelconque z

e Sizg € R, etsi lafonction h — f(z + h) admet un développement en série entiere Z a,h"™, alors on dit que f

admet comme développement en série entiére en o : f(x) = Z an(x — o)™

n=0

n=0

e Sizg = +o0, etsi la fonction y — f(—) admet un développement en série entiére Z any™, alors on dit que f
Y

admet comme développement en série entiére en +oc0 : f(z) = Z an—.
x

n=0

1

n=0



